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热应力专题

超短激光脉冲加热薄板的广义热弹扩散问题1)

李 妍 ∗ 何天虎 † 田晓耕 ∗,2)

∗(西安交通大学机械结构强度与振动国家重点实验室,西安 710049)

†(兰州理工大学理学院,兰州 730050)

摘要 由于超短激光脉冲具有功率密度高、持续时间短、加工精度高等优势,近年来被广泛应用于超精细加工、

光学储存和微电子器件制造等领域.本文基于 L-S型广义热弹扩散理论,建立了考虑材料记忆依赖效应和空间

非局部效应的记忆依赖型非局部广义热弹扩散耦合理论,它能够准确预测几何尺寸与内部特征尺寸相近结构的

热弹扩散瞬态响应.推导了所建理论的控制方程,并基于拉普拉斯积分变换获得了控制方程的解. 作为算例,利

用所建理论和求解方法研究了半无限大薄板受非高斯激光脉冲加热和化学冲击联合作用下的热弹扩散瞬态响

应问题,得到了薄板的温度、化学势、位移、应力和浓度等随非局部参数、热时间迟滞因子和扩散时间迟滞因子

等参数变化的分布规律.结果表明: 传热对传质影响显著,传质对传热影响甚微;非局部参数对位移、应力影响

显著,对温度、化学势和浓度几乎没有影响.该理论及求解方法的建立,旨在实现材料在机械、热、化学势等冲

击作用下传热传质瞬态响应的准确预测.

关键词 广义热弹扩散理论,非高斯热源,记忆依赖效应,空间非局部效应,半无限大薄板

中图分类号: O343.6 文献标识码: A doi: 10.6052/0459-1879-20-118

A GENERALIZED THERMOELASTIC DIFFUSION PROBLEM OF THIN PLATE
HEATED BY THE ULTRASHORT LASER PULSES 1)

Li Yan∗ He Tianhu† Tian Xiaogeng∗,2)

∗(State Key Laboratory for Strength and Vibration of Mechanical Structures, Xi’an 710049, China)
†(School of Science, Lanzhou University of Technology, Lanzhou 730050, China)

Abstract In recent years, ultrashort laser pulses are widely used in the fields of ultra-precision machining, optical storage

and microelectronic manufacture due to the advantages of high power density, short duration and high machining accuracy.

In the manuscript, the memory-dependent nonlocal generalized thermoelastic diffusion theory is established based on the

L-S generalized thermoelastic diffusion theory as well as considering the memory-dependent effect and spatial nonlocal

effect. The theory can accurately predict the thermoelastic diffusion responses of structures whose geometry size is

equivalent to its internal characteristic scale. The control equations of the theory are derived, and the solution of the control

equations are obtained based on the Laplace integral transformation. As a numerical example, the transient thermoelastic

diffusion responses of a semi-infinite thin plate subjected to a non-Gaussian laser pulse and a chemical shock are studied.
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The variation of the temperature, chemical potential, displacement, stresses and concentration with different nonlocal

parameters, thermal time delay factors and diffusion time delay factors are obtained. The results show that heat conduction

has significant effect on mass transfer, while mass transfer has little effect on heat conduction; nonlocal parameter has

significant influence on displacement and stress, but little effect on temperature, chemical potential and concentration.

The establishment of this theory and the solution method are aimed at accurately predicting the transient responses of the

heat and mass under the impact of mechanical loading, heat and chemical potential.

Key words generalized thermoelastic diffusion theory, non-Gaussian heat source, memory-dependent derivative, spatial

nonlocal effect, semi-infinite thin plate

引 言

超短激光脉冲是指脉冲持续时间在飞秒到皮秒

的激光脉冲,其具有功率密度高、持续时间短、加工

精度高等优势. 自 1960年 Maiman [1] 发现激光以来,

超短激光脉冲技术已广泛应用于钻孔、切割、微纳尺

度加工、微电子器件制造等领域,并在生物医疗、核

聚变和光通信等领域有着广阔的应用前景. 在超短

激光脉冲加热时, 高强度的能量通量会在边界上引

起极大的温度梯度和超高的加热速度[2],并会引起材

料中产生传质现象.因此,超短激光脉冲热源加热所

产生的热应力问题在其实际应用中不容小觑. Wang

和 Xu [3] 研究了受激光脉冲加热的半无限大体中平

面波的广义热弹问题, 并说明了温度与应变率之间

的耦合效应; Youssef和 El-Bary [4]在广义热弹性理论

(L-S, G-L和 G-N)的背景下,研究了受非 Gaussian激

光脉冲加热 (脉冲持续时间为 2 ps)的均匀各向同性

半无限大体的温度场和应力场; Elhagary [5]基于考虑

一个松弛时间的广义热弹扩散理论, 研究了边界面

受激光脉冲束加热和时间相关的化学势冲击的厚板,

结果表明: 扩散对温度和位移影响较小,而对应力影

响显著; Othman和 Eraki [6]基于双相位滞后 (DPL)模

型,研究了受非Gaussian激光脉冲加热的各向异性半

无限大体的热弹响应;许光映等 [7] 基于分数阶理论,

研究了非高斯分布激光热源辐射下半无限大体内部

的复杂传热过程及热变形,给出了温度场和热应力场

的解析解;王殿恺等 [8] 以深刻揭示减阻机理为目的,

针对激光与正激波相互作用这一基本物理现象开展

了实验研究, 发展高精度纹影技术以测量复杂激波

结构.

扩散现象是指物质分子从高浓度区域向低浓度

区域转移直至均匀分布的现象, 钢件的表面渗碳法

(提高钢件的硬度)、渗铝法 (提高钢件的耐热性),都

利用了扩散现象. 扩散现象由菲克定律描述, 但菲

克定律只考虑了扩散过程中传质通量与浓度梯度间

的关系,并未考虑物质与基体间的相互作用以及电、

磁、热、弹等多物理场间的耦合效应. 为了克服上

述缺陷, Nowacki [9] 提出耦合热弹扩散理论, 该理论

认为:不论物体中传热传质过程的机理如何,都应服

从经典的傅里叶定律和菲克定律.然而,由傅里叶热

传导定律的控制方程 q(r, t) = −κ∇T (r, t) 可知: 热流

矢量与温度梯度同步, 这预测着热在介质中以无限

大速度传播, 即: 当介质中某一点受到热扰动时, 这

种扰动效应瞬间会在无限远处被感知, 这一点与实

验观测相悖. Maxwell [10] 提出热以波的形式进行传

播, Peshkov [11] 在超流液态 He 中发现了热波, 有力

证明了热量传播过程中波动效应的存在, 即热以有

限大速度传播.与此同时,对于某些极端传热传质过

程,例如:极短时间、极高温度梯度、时间空间皆属微

尺度的问题,傅里叶定律和菲克定律不再适用. 鉴于

此, Sherief 等 [12] 建立了广义热弹扩散理论, 该理论

预测热传导和扩散均以有限速度传播, 可准确描述

极端条件下的传热传质过程. 基于广义热弹扩散理

论, Xia和 Tian [13] 采用有限单元法,研究了表面受热

冲击的无限长中空柱的瞬态响应,结果表明: 对于广

义热弹扩散问题, 有限元法是一种有效且精确的数

值方法. Li等 [14]研究了具有可变热传导系数和扩散

系数的半无限大体的瞬态热弹扩散响应, 该结构表

面应力自由且受时间相关的热和化学势冲击. Li 和

Yu [15] 建立了广义电磁热弹扩散耦合控制方程,研究

了各向同性导电半无限大体中旋转效应对热弹扩散

响应的影响. Li 和 Guo [16] 利用混合拉普拉斯变换−
有限元方法, 研究了考虑旋转效应的磁热弹扩散问

题的瞬态响应.

Sherief 等 [12] 发展的整数阶广义热弹扩散理论

只能描述力学过程某时刻的变化和力学过程在空间
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某一确定位置的局部性质, 对于某些反常扩散现象,

即本构关系不服从标准梯度率的现象, 其物理和力

学过程通常涉及记忆和遗传、路径依赖以及全局相

关性,此时,由分数阶广义热弹扩散理论描述结构的

热弹扩散响应则更为恰当. Caputo 型分数阶微分的

形式如下 [17]

Dα
a0

f (t)=
∫ t

a0

Kα (t − s) f (m) (s) ds, t ∈ [a0, b0] , α > 0 (1)

其中

Kα (t − s) =
(t − s)

m−α−1

Γ (m − α)

f (t)在区间 [a0, b0]内可积, m为整数, α的取值范围

为 m − 1 < α 6 m, Kα (t − s)是核函数, Γ是 Gamma函

数, f (m) 表示对函数 f 求 m阶微分. 上式可准确描述

物理过程的 “记忆依赖效应”,即:系统的瞬时变化率

依赖于过去状态.

Wang和 Li [18]认为,式 (1)有以下两个方面的局

限性:第一,对于一个给定的实数 α,核函数 Kα (t − s)

是一个固定的函数,但从应用的观点来看,不同的物

理过程需要不同的核函数来反映记忆依赖效应,因此

用可变的核函数来描述此过程就显得尤为重要; 第

二, 分数阶微分定义在区间 [a0, t] 上, 且 a0 是一个

固定的实数,因此,上式对于描述发生在长时间 t 范

围内的记忆效应无效. 事实上,一个真实物理过程的

记忆依赖效应通常发生在一个时间区间里, 即迟滞

区间 [t − ω, t] (ω 表示迟滞时间) 内. 受此启发, Wang

和 Li [18] 引入记忆依赖微分 (MDD)的概念来反映记

忆效应,函数 f 的一阶记忆依赖微分定义为:在一个

可变迟滞区间上,核函数与函数导数积的积分. 形式

如下

Dω f (t) =
1
ω

∫ t

t−ω
K (t − ξ) f ′ (ξ) dξ (2)

其中, ω 是时间迟滞因子, K (t − ξ) 是可变的核函数.

式 (2) 的右侧可以理解为: 在迟滞区间 [t − ω, t] 内,

f ′ (ξ)取不同权重时的平均值.从应用的观点来看,对

于某时刻 ξ ∈ [t − ω, t), 记忆依赖效应权重的取值范
围为 0 6 K (t − ξ) 6 1,因此,记忆依赖微分 Dω f (t)通

常小于微分 f ′ (t).核函数可以根据实际情况选择,例

如可取: 1, ξ− t+1,
[
((ξ − t) /ω) + 1

]p,其中 p = 0.25, 1, 2

等. 核函数 K (t − ξ)是单调函数,对于过去时刻 t − ξ,

核函数 K = 0; 对于现在时刻 t, 核函数 K = 1. 当

K (t − ξ) ≡ 1时,可以得到

Dω f (t)=
1
ω

∫ t

t−ω
f ′ (ξ) dξ =

f (t) − f (t − ω)
ω

→ f ′ (t) (3)

这表明: 微分 d/dt 可以看作 ω → 0 时 Dω 的极限,

因此

|Dω f (t)| 6
∣∣∣∣∣d f (t)

dt

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ limω→0

f (t) − f (t − ω)
ω

∣∣∣∣∣ (4)

Yu 等 [19] 将记忆依赖微分 (MDD) 引入 L-S 型

广义热弹理论,相比于分数阶广义热弹,其优势在于:

第一, 新模型在形式上是唯一的; 第二, 新模型更能

反映出记忆依赖效应的本质;第三,新模型是由整数

阶微积分定义的,因此在数值计算时更加方便;最后,

核函数和时间迟滞因子可以根据实际情况选择, 这

对于描述材料的实际响应来说更加灵活. Ezzat等 [20]

将含有时间迟滞因子的 MDD 引入广义热传导方程

来描述记忆依赖效应 (系统的瞬时变化率依赖于过

去状态),基于此, Ezzat [21-24] 进行了一系列相关研究.

Shaw和 Mukhopadhyay [25] 提出了 MDD热传导模型

的不连续性, 并将记忆依赖模型应用于瞬态热力响

应的研究.

当外部特征尺寸大于内部特征尺寸时, 经典力

学适用;外部特征尺寸接近于内部特征尺寸时,结构

的力学响应会呈现出很强的尺寸相关性,此时,经典

力学不再适用. 例如: 石墨烯、碳纳米管等微纳尺

度结构, 在受热冲击时, 空间尺度效应十分显著, 经

典的热力学定律和广义热弹理论已无法准确预测结

构的热弹响应. 为了描述微纳尺度结构的空间非局

部特性, Eringen等 [26] 提出了非局部弹性理论, Erin-

gen认为:变形体内某点处的应力不仅与该点处的应

变相关,还与变形体内其他点的应变 (包括应变的历

史)相关,只是这种作用效应随距离的增大而逐渐衰

减.他提出了一种积分型的本构关系

σi j (r) =
∫

V
K

(
r, r′, χ

)
σ′i j

(
r′
)

dV
(
r′
)

(5)

其中, σi j是非局部应力; σ′i j是经典应力; K (r, r′, χ)是

核函数,它是由质点 r和 r′间的距离 |r′ − r|及 χ决定

的; χ的定义为: χ = ea/l, l为外部特征尺寸,代表整

个研究对象的大小, a 为内部特征尺寸,代表非局部

空间的大小. 根据研究对象的不同, l 可以取为裂纹

长度、位错宽度、应力波波长等; a可以取为化学键

长、晶格尺寸等. e为材料特性参数, 由不同的材料

性质所决定; ea代表非局部参数.
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非局部算子作用会导致微分−积分型控制方程,

不便于求解. 为了将其简化, Eringen [27] 引入新的核

函数和非局部算子, 将积分型本构方程改写为微分

形式 [
1 − (e0a)2 ∇2

]
σi j (r) = σ′i j

(
r′
)

(6)

Yu等 [28-29]将 Eringen非局部理论与非局部热传导方

程相结合,建立了新的非局部广义热弹性理论,并考

虑了非局部热传导对纳米梁屈曲性能的影响; Zenk-

our[30]基于非局部热弹性理论,研究了受到斜坡式加

热的经典欧拉伯努利纳米梁的瞬态响应, 考虑了非

局部参数对各个物理量的影响;张培等 [31] 基于记忆

依赖非局部广义热弹理论,研究了两端固定、受移动

热源作用的有限长热弹杆的瞬态响应.

文献 [32]虽然建立了考虑记忆依赖效应的广义

热弹扩散理论,但未考虑材料的空间非局部效应,无

法准确预测内外部特征尺寸相近结构的热弹扩散响

应.本文将空间非局部算子引入本构方程,建立记忆

依赖非局部广义热弹扩散理论, 它可以准确描述热

传导和扩散效应的记忆依赖效应和空间非局部效应.

利用所建理论研究了受到非 Gaussian激光脉冲加热

和化学势冲击联合作用半无限大薄板的热弹扩散响

应.获得了结构的温度、化学势、位移、应力、浓度

等随非局部参数和时间迟滞因子变化的分布规律.

1 记忆依赖非局部广义热弹扩散理论

不考虑体力时的运动方程

σi j, j = ρüi (7)

式中物理量上方的点表示对时间求导, 右下角的撇

表示对物质坐标求导.

应变−位移关系

ei j =
1
2

(
ui, j + u j,i

)
(8)

本构方程[
1 − (e0a)2 ∇2

]
σi j=2µei j + δi j (λ0ekk − γ1θ − γ2P) (9)

ρS = γ1ekk + l1θ + dP (10)

C = γ2ekk + dθ + nP (11)

能量方程

qi,i = −ρT0Ṡ + Q (12)

质量守恒方程

ηi,i = −Ċ (13)

考虑记忆依赖效应的广义热传导方程

qi + ω1Dω1 qi = −κi jθ, j (14)

考虑记忆依赖效应的广义扩散方程

ηi + ω2Dω2ηi = −Di jP, j (15)

其中, ρ是密度, ui是位移分量, ei j是应变分量, λ, µ是

拉梅系数, δi j 是克罗内克记号, ekk 是体应变, θ 是温

度增量, P是化学势, S 是熵密度, C 是浓度, qi 是热

流矢量的分量, T0 是参考温度, Q 是热源强度, ηi 是

扩散流矢量的分量, ω1是热时间迟滞因子, κi j是热传

导系数, ω2是扩散时间迟滞因子, Di j是扩散系数.

将式 (7)和式 (8)代入式 (9),式 (10)和式 (12)代

入式 (14),式 (11)和式 (13)代入式 (15),可得到记忆

依赖非局部广义热弹扩散理论的控制方程

ρ
[
1 − (e0a)2 ∇2

]
üi =

(λ0 + µ) u j,i j + µui, j j − γ1θ,i − γ2P,i (16)

κθ,ii =
(
1 + ω1Dω1

) (
T0γ1ėkk + T0l1θ̇ + T0dṖ − Q

)
(17)

DP,ii =
(
1 + ω2Dω2

) (
γ2ėkk + dθ̇ + nṖ

)
(18)

其中

θ = T − T0, λ0 = λ −
β2

2

b
, γ1 = β1 +

a
b
β2

γ2 =
β2

b
, d =

a
b

n =
1
b
, l1 =

ρCE

T0
+

a2

b
β1 = (3λ + 2µ)αt, β2 = (3λ + 2µ)αc

式中, T 是绝对温度, a是热扩散效应度量, b是扩散

效应度量, CE 是比热容, αt 是线性热膨胀系数, αc 是

线性扩散膨胀系数.

至此, 能同时描述记忆依赖效应和空间尺度效

应的记忆依赖非局部广义热弹扩散理论被建立.

若热源为非高斯热源,可表示为

Q (x, t) =
RaL0

δt2
p

t exp
(
− x
δ
− t

tp

)
(19)

其中, Ra 是表面反射率, L0 是镭射强度, δ 是热源吸

收深度, tp是特征时间.
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2 问题的求解

作为算例, 利用所建理论研究了边界受非高斯

热源 Q (x, t) 和化学势冲击 P = P0H (t) 的联合作用

半无限大薄板的热弹扩散瞬态响应问题,其中, H (t)

代表单位阶跃函数, P0代表化学势冲击的幅值.该结

构初始静止,边界面应力自由.根据结构和载荷特点,

问题可被简化为一维问题 (仅与坐标 x有关).如图 1

取薄板上的一窄条作为研究对象,除左边界面外,其

他 3个边界均为理想的热绝缘和化学势绝缘条件.

Q(x, t)

P0H(t) x

y

lx

ly

图 1 半无限大薄板边界受到热和化学冲击

Fig. 1 Schematic of the semi-infinite thin plate subjected to a

non-Gaussian heat source and a chemical shock

位移分量为

ux = u (x, t) , uy = uz = 0 (20)

应变分量为

e = exx =
∂u (x, t)
∂x

(21)

方程 (16)∼(18)可写成

ρ

[
1 − (e0a)2 ∂2

∂x2

]
∂2u
∂t2 = (λ0 + 2µ)

∂2u
∂x2 −

γ1
∂θ

∂x
− γ2

∂P
∂x

(22)

κ
∂2θ

∂x2 =
(
1 + ω1Dω1

) (
T0γ1

∂2u
∂x∂t

+ T0l1
∂θ

∂t
+

T0d
∂P
∂t
− Q

)
(23)

D
∂2P
∂x2 =

(
1 + ω2Dω2

) (
γ2

∂2u
∂x∂t
+

d
∂θ

∂t
+ n

∂P
∂t

)
(24)

本构方程为[
1 − (e0a)2 ∂2

∂x2

]
σ = (λ0 + 2µ)

∂u
∂x
− γ1θ − γ2P (25)

C = γ2
∂u
∂x
+ dθ + nP (26)

为计算方便,引入下列的无量纲量

x∗ (u∗, δ∗, (e0a)∗) = c0η0x, (u, δ, (e0a))

t∗
(
t∗p
)
= c2

0η0t
(
tp

)
, θ∗ =

β1θ

ρc2
0

, P∗ =
P
β2

C∗ =
β2C
ρc2

0

, σ∗ =
σ

ρc2
0

, q∗ =
q

κT0c0η0

L∗0 =
c0η0L0

CEρT0
, c2

0 =
λ + 2µ
ρ

, η0 =
ρCE

κ


(27)

为简化表述, 下文中在不引起混淆的情况下将去掉

无量纲量右上角的星号.式 (22)∼式 (26)和式 (14)经

无量纲化处理后为[
1 − (e0a)2 ∂2

∂x2

]
ε
∂2u
∂t2 =

∂2u
∂x2 − εα1

∂θ

∂x
− ε1

∂P
∂x

(28)

∂2θ

∂x2 =
(
1 + ω1Dω1

) [
W1

∂2u
∂x∂t

+W2
∂θ

∂t
+W3

∂P
∂t
−

W4t exp
(
− x
δ
− t

tp

)]
(29)

∂2P
∂x2 =

(
1 + ω2Dω2

) (
V1

∂2u
∂x∂t

+ V2
∂θ

∂t
+ V3

∂P
∂t

)
(30)[

1 − (e0a)2 ∂2

∂x2

]
σ =

β
′2

β2

∂u
∂x
− α1θ −

α2

β2 P (31)

C =
α2

β2

(
∂u
∂x
+ P

)
+

dβ2

β1
θ (32)

(
1 + ω1Dω1

)
qi = −q0

∂θ

∂x
(33)

其中

ε =
β2

β
′2 , ε1 =

α2

β
′2 , β

2 =
λ + 2µ
µ

, β
′2 =

λ0 + 2µ
µ

α1 =
γ1

β1
, α2 =

γ2β2

µ
, W1 =

T0β1γ1

κη0 (λ + 2µ)
, W2 =

T0l1
κη0

W3 =
T0dβ1β2

κη0 (λ + 2µ)
, W4 =

β1T0RaL0

(λ + 2µ) δt2
p
, V1 =

γ2

Dη0β2

V2 =
d (λ + 2µ)
Dη0β1β2

, V3 =
n

Dη0
, q0 =

λ + 2µ
β1T0

初始条件

u (x, 0) = u̇ (x, 0) = 0

θ (x, 0) = θ̇ (x, 0) = 0

P (x, 0) = Ṗ (x, 0) = 0

 (34)

边界条件

σ (0, t) = 0, q (0, t) = 0, P (0, t) = P0H (t)

u (∞, t) = 0, q (∞, t) = 0, P (∞, t) = 0

 (35)
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应用下面的拉普拉斯变换公式

L
[
f (t)

]
= f̄ (s) =

∫ ∞

0
e−st f (t) dt, Re (s) > 0 (36)

对式 (28)∼式 (33)进行拉普拉斯变换{[
1 + εs2 (e0a)2

] d2

dx2 − εs2
}

ū = εα1
dθ̄
dx
+ ε1

dP̄
dx

(37)

d2θ̄

dx2 = (1 +G1)
(
W1s

dū
dx
+W2sθ̄ +W3sP̄ − F (x, s)

)
(38)

d2P̄
dx2 = s (1 +G2)

(
V1

dū
dx
+ V2θ̄ + V3P̄

)
(39)[

1 − (e0a)2 d2

dx2

]
σ̄ =

1
β2

(
β
′2 dū

dx
− α1β

2θ̄ − α2P̄
)

(40)

C̄ =
α2

β2

(
dū
dx
+ P̄

)
+

dβ2

β1
θ̄ (41)

(1 +G1) q̄ = −q0
dθ̄
dx

(42)

其中

F (x, s) =
W4 exp

(
− x
δ

)
(
s + 1/tp

)2

G1 (s) = (1 − e−sω1 )
1 − 2q

ω1s
+

2p2

ω2
1s2

−
e−sω1

(
p2 − 2q +

2p2

ω1s

)
G2 (s) = (1 − e−sω2 )

1 − 2q
ω2s
+

2p2

ω2
2s2

−
e−sω2

(
p2 − 2q +

2p2

ω2s

)

L
{
ω1Dω1 f1 (t)

}
=

F1 (s)



1 − e−sω1 , p = q = 0

1 − 1
ω1s

(1 − e−sω1 ) , p = 0, q =
1
2

(1 − e−sω1 ) − 1
s

(1 − e−sω1 ) + ω1e−sω1 ,

p = 0, q =
ω1

2(
1 − 2

ω1s

)
+

2
ω2

1s2
(1 − e−sω1 ) ,

p = q = 1

(43)

L { f1 (t)} = F1 (s) = L
{

W1
∂2u
∂x∂t

+W2
∂θ

∂t
+W3

∂P
∂t
−

W4t exp
(
− x
δ
− t

tp

)}
= W1s

dū
dx
+W2sθ̄ +

W3sP̄ − F (x, s) (44)

L
{
ω2Dω2 f2 (t)

}
=

F2 (s)



1 − e−sω2 , p = q = 0

1 − 1
ω2s

(1 − e−sω2 ) , p = 0, q =
1
2

(1 − e−sω2 ) − 1
s

(1 − e−sω2 ) + ω2e−sω2

p = 0, q =
ω2

2(
1 − 2

ω2s

)
+

2
ω2

2s2
(1 − e−sω2 )

p = q = 1

(45)

L { f2 (t)} = F2 (s) = L
{

V1
∂2u
∂x∂t

+ V2
∂θ

∂t
+ V3

∂P
∂t

}
=

s
(
V1

dū
dx
+ V2θ̄ + V3P̄

)
(46)

对边界条件进行拉普拉斯变换

σ̄ (0, s) = 0, q̄ (0, s) = 0, P̄ (0, s) = P0H (s)

ū (∞, s) = 0, q̄ (∞, s) = 0, P̄ (∞, s) = 0

 (47)

从式 (37)∼式 (39)中消去 θ̄和 P̄,可得到关于 ū的六

阶常微分方程(
d6

dx6 − m1
d4

dx4 + m2
d2

dx2 − m3

)
ū = m4 exp

(
− x
δ

)
(48)

其中

m1 =
[
εs2 + s (1 +G1) (W2g + εα1W1) +

s (1 +G2) (V3g + ε1V1)
]/

g

m2 =
{
s2 (1 +G1) (1 +G2)

[
g (W2V3 −W3V2)+

ε1 (W2V1 −W1V2) + εα1 (W1V3 −W3V1)]+

εs2 [s (1 +G1) W2 + s (1 +G2) V3]
} /

g

m3 =
[
εs4 (1 +G1) (1 +G2) (W2V3 −W3V2)

] /
g

m4 =
[
s (1 +G1)2 W3W4εα1

] /[(
s + 1/tp

)2
δ3

]
−{ [

s2 (1 +G1)2 (1 +G2) W3V3εα1 − ε1s2 (1 +G1)2 ·

(1 +G2) W3V2] W4

}/[ (
s + 1/tp

)2
δ
]

g = 1 + εs2 (e0a)2

考虑边界条件 ū (∞, s) = 0,满足式 (48)的 ū的表达式

如下

ū = u1e−k1 x + u2e−k2 x + u3e−k3 x + u4e−x/δ (49)

其中

u4 =
m4δ

6

1 − m1δ2 + m2δ4 − m3δ6

k1, k2, k3为满足下列特征方程的根

k6 − m1k4 + m2k2 − m3 = 0 (50)
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特征根的表达式为

k1 =

√
1
3

(2ϑ sin ς + m1) (51)

k2 =

√
−ϑ

3

(√
3 cos ς + sin ς

)
+

m1

3
(52)

k3 =

√
ϑ

3

(√
3 cos ς − sin ς

)
+

m1

3
(53)

其中

ϑ =
√

m2
1 − 3m2, ς =

1
3

sin−1 R

R =
−2m3

1 + 9m1m2 − 27m3

3ϑ3

同样地, θ̄和 P̄的表达式如下

θ̄ = θ1e−k1 x + θ2e−k2 x + θ3e−k3 x + θ4e−x/δ (54)

P̄ = P1e−k1 x + P2e−k2 x + P3e−k3 x + P4e−x/δ (55)

将式 (49)、式 (54)和式 (55)代入式 (38)和式 (39),可

以得到

θi = Aiui, Pi = Biui (56)

其中

Ai = −ki

[
W3V1s2 (1 +G1) (1 +G2) +W1s (1 +G1) ·(

k2
i − V3s (1 +G2)

) ]/{ [
k2

i −W2s (1 +G1)
]
·[

k2
i − V3s (1 +G2)

]
− s2 (1 +G1) (1 +G2) W3V2

}
Bi = −ki

[
V1s (1 +G2)

(
k2

i −W2s (1 +G1)
)
+W1V2s2 ·

(1 +G1) (1 +G2)
]/{ [

k2
i −W2s (1 +G1)

]
·[

k2
i − V3s (1 +G2)

]
− s2 (1 +G1) (1 +G2) W3V2

}
(i = 1, 2, 3)

θ4 =
{ [

1/δ2 − s (1 +G2) V3

]
s (1 +G1) W1u4/δ +

s2 (1 +G1) (1 +G2) W3V1u4/δ +
[
1/δ2 −

s (1 +G2) V3

]
(1 +G1) W4

/ (
s + 1/tp

)2 }/
{
s2 (1 +G1) (1 +G2) W3V2 −

[
1/δ2 −

s (1 +G2) V3

] [
1/δ2 − s (1 +G1) W2

] }
(57)

P4 =
{ [

1/δ2 − s (1 +G1) W2

]
s (1 +G2) V1u4/δ +

s2 (1 +G1) (1 +G2) W1V2u4

/
δ + s (1 +G1) ·

(1 +G2) V2W4/
(
s + 1/tp

)2 }/{
s2 (1 +G1) ·

(1 +G2) W3V2 −
[
1/δ2 − s (1 +G2) V3

]
·[

1/δ2 − s (1 +G1) W2

] }
(58)

σ̄, C̄, q̄的表达式如下

σ̄ = σ1e−k1 x + σ2e−k2 x + σ3e−k3 x + σ4e−x/δ (59)

C̄ = C1e−k1 x +C2e−k2 x +C3e−k3 x +C4e−x/δ (60)

q̄ = q1e−k1 x + q2e−k2 x + q3e−k3 x + q4e−x/δ (61)

将温度、化学势和位移的解代入式 (40)∼式 (42),可

以得到

σi = Hiui, Ci = Oiui, qi = Qiui (62)

其中

Hi =
−β′2ki/β

2 − α1Ai − α2Bi/β
2

1 − (e0a)2 k2
i

Oi =
α2

β2 (Bi − ki) +
dβ2

β1
Ai

Qi =
q0

(1 +G1)
kiAi

(i = 1, 2, 3)

σ4 = −
(
β
′2

β2δ
u4 + α1θ4 +

α2

β2 P4

) /
[
1 − (e0a)2

(
1/δ2

)]



(63)

C4 = −
α2

β2δ
u4 +

dβ2

β1
θ4 +

α2

β2 P4 (64)

q4 =
q0

(1 +G1) δ
θ4 (65)

由 σ̄ (0, s) = 0, q̄ (0, s) = 0, P̄ (0, s) = P0H (s)确定 u1,

u2, u3

H1u1 + H2u2 + H3u3 + σ4 = 0 (66)

Q1u1 + Q2u2 + Q3u3 + q4 = 0 (67)

B1u1 + B2u2 + B3u3 + P4 = 1/s (68)

至此,得到了所有物理量在拉氏域中的解.

3 拉普拉斯数值反变换

为了将所求得的物理量从拉氏域转换到时间域

中,还需进行拉普拉斯反变换.由于拉氏域中所得结

果的复杂性,不便求其解析解,而应用数值计算的方

法可以将求解过程简化. 本文中,采用 Brancik [33] 提

出的Matlab程序进行拉普拉斯数值反变换.

4 模型验证及算例分析

考虑材料的记忆依赖效应和空间非局部效应,且

边界面受非高斯激光脉冲加热和化学势冲击联合作

用的半无限大薄板,其瞬态响应与时间 t、非局部参
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数 e0a、热时间迟滞因子 ω1、扩散时间迟滞因子 ω2、

热核函数 K1 (t − ξ) 以及扩散核函数 K2 (t − ξ) 有关.

本文重点研究非局部参数、热时间迟滞因子和扩散

时间迟滞因子的变化对结构温度、化学势、位移、应

力和浓度的影响.分析中用到的常量如下 λ = 7.76 ×
1010 kg/m·s2, µ = 3.86 × 1010 kg/m·s2, κ = 386 W/(m·K),

D = 8.5 × 10−9 kg·s/m3, αc = 1.98 × 10−4 m3/kg, ρ =

8954 kg/m3, αt = 1.78 × 10−5 K−1, CE = 383.1 J/(kg·K),

a = 1.2 × 104 m2/(s2·K), b = 9.0 × 105 m5/(kg·s2),

T0 = 293 K, L0 = 1.0 × 105 J/m2, Ra = 0.5, δ = 0.01 m,

tp = 2.0 ps.

以下分析中所述量均为无量纲量, 无量纲化学

势幅值 P0 = 1.

4.1 模型验证

为验证所建模型的准确性, 基于本文所建模型

分析了边界受热和化学冲击时板的响应,并与 L-S广

义热弹扩散理论所得结果进行比较,分析中,热核函

数和扩散核函数均取为 1. t = 0.1 时刻模型取不同

参数时板的温度分布如图 2所示. 由理论可知,当所

建模型的热时间迟滞因子 ω1、扩散时间迟滞因子 ω2

及非局部参数 e0a均趋近于 0时,所建模型将退化为

L-S模型.由图 2可知,当 ω1, ω2和 e0a的取值趋近于

0 时, 本文模型所得结果向 L-S 模型结果靠近. 如图

中所示, 当它们取 0.001 时, 本文结果几乎于 L-S 结

果重合.由此验证了本文模型的准确性.
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图 2 记忆依赖非局部模型与 L-S模型的对比

Fig. 2 Comparison between memory-dependent nonlocal

model and L-S model

4.2 非局部参数 e0a的影响

研究非局部参数 e0a的变化对温度、化学势、位

移、应力和浓度分布规律的影响.在计算中,非局部

参数分别取: e0a = 0, e0a = 0.045 和 e0a = 0.09, 时
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Fig. 3 The distributions of the non-dimensional temperature (a),

chemical potential (b), displacement (c), stress (d) and

concentration (e) with different nonlocal

parameters (continued)

间、热时间迟滞因子、扩散时间迟滞因子、热核函

数和扩散核函数的取值分别为: t = 0.05, ω1 = 0.02,

ω2 = 0.02, K1 (t − ξ) = 1和 K2 (t − ξ) = 1. 得到的结果

如图 3所示.

从图 3可以看出:非局部参数取不同值时,位移

和应力图像变化显著,而温度、化学势和浓度图像几

乎不受非局部参数的影响.这是由于: 非局部参数表

征的是空间非局部效应, 即它对本构方程影响显著,

对传热和传质方程影响较小, 而结构中的温度和化

学势是由热传导方程和扩散方程控制的, 故非局部

参数的变化对位移和应力的影响显著,对温度、化学

势和浓度的影响不显著.

由图 3(c) 可知, 位移的峰值随非局部参数的增

大而减小,在靠近边界处,位移的最大值随非局部参

数的增大而减小.当 e0a的取值为小量 (1.0×10−5)时,

记忆依赖非局部模型与 L-S模型的位移曲线接近,此

结论与理论预测一致,可验证本文模型的准确性. 由

图 3(d) 可知, 应力峰值的绝对值随非局部参数的增

大而减小.图 3(e)表明:温度达到零值前浓度的减小

速率远远大于温度达到零值后浓度的减小速率.

4.3 热时间迟滞因子 ω1的影响

研究热时间迟滞因子 ω1 的变化对温度、化学

势、位移、应力和浓度分布规律的影响. 在计算中,

热时间迟滞因子分别取: ω1 = 0.02, ω1 = 0.05 和

ω1 = 0.08,时间、非局部参数、扩散时间迟滞因子、热

核函数和扩散核函数的取值分别为: t = 0.1, e0a = 0,

ω2 = 0.02, K1 (t − ξ) = 1和 K2 (t − ξ) = 1. 得到的结果

如图 4所示.
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Fig. 4 The distributions of the non-dimensional temperature (a),

chemical potential (b), displacement (c), stress (d) and
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factors (continued)

由图 4(a) 可知, 温度在靠近边界处随热时间迟

滞因子的增大而增大, 在 x = 0.15 直至热弹波传播

至零的过程中, 温度随热时间迟滞因子的增大而减

小. 当 ω1 的取值为小量 (0.001)时,记忆依赖非局部

模型与 L-S模型的温度曲线接近,此结论与理论预测

一致,可验证本文模型的准确性. 图 4(b)表明: 化学

势随热时间迟滞因子的增大而增大. 由图 4(c) 和图

4(d)可知,位移峰值和应力峰值的绝对值均随热时间

迟滞因子的增大而增大,在靠近边界处,位移的最大

值随热时间迟滞因子的增大而增大.图 4(e)表明: 浓

度随热时间迟滞因子的增大而减小.

4.4 扩散时间迟滞因子 ω2的影响

研究扩散时间迟滞因子 ω2的变化对温度、化学

势、位移、应力和浓度分布规律的影响. 在计算中,

扩散时间迟滞因子分别取: ω2 = 0.02, ω2 = 0.05 和

ω2 = 0.08,时间、非局部参数、热时间迟滞因子、热

核函数和扩散核函数的取值分别为: t = 0.1, e0a = 0,

ω1 = 0.02, K1 (t − ξ) = 1和 K2 (t − ξ) = 1. 得到的结果

如图 5所示.

比较图 5(a) 和图 4(b) 可知, 随热时间迟滞因子

ω1的变化,化学势图像变化显著,随扩散时间迟滞因

子 ω2 的变化,温度图像几乎重合,此现象表明: 传热

对传质过程影响显著, 而传质对传热过程影响甚微.

由图 5(b)可知,扩散时间迟滞因子越小,扩散波传播

的距离越远, 其原因是: 迟滞时间越短, 意味着过去

态越接近于现在状态,即时间越长,波传播的距离就

越远. 当 ω2 的取值为小量 (0.001)时,记忆依赖非局

部模型与 L-S模型的化学势曲线接近,此结论与理论

预测一致,可验证本文模型的准确性.图 5(c)、图 5(d)
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chemical potential (b), displacement (c), stress (d)

and concentration (e) under different diffusion

time delay factors (continued)

和图 5(e) 表明: 位移峰值随扩散时间迟滞因子的增

大而增大,在靠近边界处,位移最大值随扩散时间迟

滞因子的增大而增大; 应力峰值的绝对值和浓度随

扩散时间迟滞因子的增大而减小.

5 结 论

本文将空间非局部算子引入本构方程, 建立记

忆依赖非局部广义热弹扩散理论, 采取拉普拉斯变

换及其数值反变换的方法求解广义热弹扩散耦合的

一维问题,分析了不同参数对响应的影响,可以得到

如下结论:

(1)在给定时刻,热和扩散的扰动区域有限,这表

明热和扩散的传输呈现波动性, 即热弹波和扩散波

均以有限大速度传播;

(2)由于非局部参数仅仅修正本构方程,故非局

部参数的变化对位移和应力的影响显著,对温度、化

学势和浓度影响;

(3)传热对传质过程影响显著,传质对传热过程

影响甚微.
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