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摘 要: 基于多孔介质理论，研究了非饱和土中水 －气 －土骨架三相耦合的渗流与变形耦合问题。考
虑土体孔隙中由液态水、水蒸气和干燥气体等填充，在固体土颗粒、水分、气体等各相质量平衡以及土体
动量守恒的基础上建立了问题的控制方程。选取孔隙气压力、孔隙水压力和土颗粒位移以及它们的一
阶导数作为状态变量，通过理论推导得到了一维非稳态情形下的状态方程组。结合 Laplace 变换，采用
打靶法求解该耦合的非线性变系数微分方程组，并且基于 Hausdorff 矩方法将频域上的数值解转化到时
域上，与已有的试验结果相比较，验证了模型及数值方法的有效性。通过数值算例，参数分析了孔隙水
压力、孔隙气压力以及土骨架位移等物理场之间的相互作用。
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Abstract: Based on the theory of porous media，the seepage and deformation coupling of water － gas － soil skeleton in
unsaturated soils is analyzed in this paper． Considering that the soil pores are filled with liquid water，water vapor，dry
gas，a governing equation for this problem is established，which is based on the mass balance of solid soil particles，
moisture，gas and conservation of soil momentum． Taking the pore gas pressure，the pore water pressure，the displace-
ment of soil particles and their first derivative as the state variables，state equations in the one-dimensional unsteady
state is obtained through theoretical derivation． Combined with Laplace transform，the coupled nonlinear differential e-
quations with variable coefficients were solved by shooting method，and the numerical solutions in the frequency domain
were transformed to the time domain based on Hausdorff moment method． The effectiveness of the model and numerical
method was verified by comparing with the existing experimental results． Numerical examples are used to analyze the
interactions of physical fields，such as pore water pressure，pore gas pressure，and soil skeleton displacement．
Keywords: unsaturated soil; solid － liquid － gas three-phase coupling; Laplace transformation; shooting method

与饱和土不同，非饱和土中不仅有固相和液相，

而且还有一定量的气相存在，它广泛存在于干旱、半
干旱地区和地下水位以上的土体中。对非饱和土渗
流和变形问题的研究在解决工程实践中经常遇到的

地基沉降变形、渗透破坏等有着十分重要的意义，如
地基渗流与变形，降雨引起的边坡失稳、垃圾填埋的
处理等［1 － 2］。
由于土体中的应力场和孔隙流体压力分布影响



着土骨架的变形，与此同时，土体孔隙特征的改变将

会引起流体渗透相关参数的变化，进而影响土体中

渗流场的分布。可见，非饱和土的应力场、渗流场和
位移场是相互影响，相互作用的。因此，很有必要采
用渗流 －变形( 流 －固) 耦合的方法对非饱和土的
力学行为进行研究。
国内外学者关于非饱和土的渗流与变形问题研

究已有许多的理论成果。徐炎兵等［3］基于多孔介
质力学原理，建立能模拟非饱和土两相流动与变形

耦合问题的理论模型，利用 Galerkin 法对控制方程
进行离散，得到控制方程的有限元计算格式，并验证

了所提出的分析方法在模拟非饱和土渗流以及变形

问题时的有效性，从而为定量研究饱和 －非饱和渗
流以及变形问题提供了一条有效途径; 吴礼舟等［4］

通过 Fourier积分变化，考虑了任意初始的孔隙水压
力分布和流量边界条件，研究表明变形与渗流耦合

对非饱和土中水的入渗产生重要的影响，进一步分

析了耦合解的各个参数的影响; 唐凯等［5］运用非饱

和土渗流理论对边坡进行渗流场和应力场耦合分

析; Olivella等［6］、Thomas等［7］分别从水 －气 －热三
场耦合的角度分析了多孔介质孔隙中各个组分的渗

流与变形问题; Schrefler［8］在 Zienkiewicz 等［9］的理
论模型基础上，分析了非饱和土孔隙介质中湿相与

非湿相两相渗流与变形问题;秦冰等［10］基于混合物

理论，推导了在气压力变化条件下水与水蒸气相变

平衡所满足的限制方程;胡冉［11］开展了非饱和土水

力全耦合本构模型及数值模拟方法等内容的研究。
然而由于非饱和土中流 －固耦合问题的复杂性，到
目前为止，无论是数学模型的描述还是数值求解方

法的有效性方面尚不完善。
基于多孔介质理论，考虑固 －液 －气三相耦合

的情况，在耦合过程中考虑了孔隙中溶液、溶解在水
中的气相、气相中的水分、干燥气体等组分，建立了
非饱和土多孔介质中固相、液相、气相三相耦合的数
学模型。考虑一维非稳态问题，利用 Laplace 积分
变换，选取孔隙气压力、孔隙水压力和土颗粒位移以
及它们的一阶导数作为状态变量，得到了问题的状

态方程组。在给定的边界条件下，结合打靶法和数
值 Laplace逆变换求解了该耦合的非线性变系数微
分方程组，并通过与已有的试验结果相比较，验证了

模型的有效性。该研究结果将对非饱和土渗流与变
形耦合问题理论与数值分析研究提供一定的参考价

值。

1 基本方程
分别以 s，l，g 表示非饱和土中的固相骨架、孔

隙液相和孔隙气相。考虑土体的孔隙率为 n，孔隙
被液相和气相共同填充，体积分数分别为 l 和 g，

则有 n = l + g。孔隙液相由液态水和溶解的气体
两种组分组成，气相由水蒸气和干燥气体组成。非
饱和土各相以及各组分构成如图 1 和表 1 所示。

图 1 非饱和多孔介质的示意图

表 1 非饱和多孔介质中的各相组成

相( π) 组分( α)

气相( g)

液相( l)

固相( s)

干气( a)

水蒸气( w)

液态水( w)

溶解的气体( a)

固体骨架( s)

1． 1 物理方程
非饱和土有效应力公式为:

σij = σ' ij + ( S
lP l + SgPg ) δij ( 1)

式中: σij和σ' ij分别为总应力和有效应力分量; P l和

Pg 分别表示孔隙水压力和孔隙气压力; S
l 和 Sg 为孔

隙液相和气相的饱和度，且有:

l = nSl，g = nSg，Sg + Sl = 1 ( 2)
基于弹性小变形假设，利用几何方程可得到土

体的物理模型为:

σ' ij = K － 2
3( )G δijuk，k + G( ui，j + uj，i ) ( 3)

式中: G和 K分别为土体的剪切模量和体积模量; ui

为土骨架位移分量。
1． 2 质量守恒方程
组分α( α = w，a分别代表水分、干燥气体) 在π

相( π = l，g分别表示液相和气相) 中的质量守恒方
程可表示为［12－14］:

( πρπα )
t

+ ·( πρπα v
α ) + ·jπα = mπα ( 4)
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式中: π表示相的体积分数; jπα表示π相中α组分的
非对流通量矢量; ρπα 表示组分 α在单位体积 π相中
的质量分数。
1． 2． 1 水分质量守恒
由于水分主要存在于液相和气相中，忽略固体

颗粒中的水分含量，结合式( 1) 和式( 4) ，可得:
( nSgρgw )
t

+ ·( nSgρgwv
g ) + ·jgw = mg

w ( 5)

( nSlρlw )
t

+ ·( nSlρlwv
l ) + ·jlw = － ml

w ( 6)

式中: mg
w 表示水分蒸发率; j

g
w 表示水蒸气的非对流

通量; jlw 表示液态水的非对流通量。将式 ( 5) 和式
( 6) 合并得到:

( nSgρgw )
t

+ ·( nSgρgwv
g ) + ·jgw +

( nSlρlw )
t

+ ·( nSlρlwv
l ) + ·jlw = 0

( 7)

由于少量的干燥空气溶解与液态水中，可忽略

其对非对流质量传递的影响，即·jlw ≈ 0，因此水
分平衡方程为:

( nSlρlw )
t

+
( nSgρgw )
t

+ ( nSlρlw + nSgρgw )
εv

t
+

·( ρlwq
l ) + ·( ρgwq

g ) + ·jgw = 0 ( 8)
基质吸力 Pm 与饱和度的关系可表示为:

Pm = Pg － P l = PdSe
－1 / ( 9)

式中: Pd和为拟合参数; Se =
Sl － Sl

r

Sl
sat － Sl

r
为有效饱和

度，其中 Sl
sat、S

l
r分别表示完全饱和度和残余饱和度。

考虑土体骨架位移速率的散度与体积应变率的

关系［15］:

·vs = ·ut
=
εv

t
( 10)

由固相质量守恒方程可得:

n
t

= ( 1 － n)
εv

t
( 11)

其中，vs = u
t
，εv = ·u

引入平均相对速度［16］:

vl = ql

nSl + vs ( 12)

vg = qg

nSg + vs ( 13)

根据广义达西定律，液相和气相的对流通量分

别表示为［15］:

ql = － K l ( P l + ρlwg) ( 14)

qg = － Kg ( Pg + ρgg) ( 15)
式中的各参数表达式如下［15］:

K l =
klr
μl
k，Kg =

kgr
μg
k，k = k0

n3
0

( 1 － n0 )
2
( 1 － n) 2

n3 ，

klr = Se
( 2+3) /，kgr = ( 1 － Se )

2［1 － Se
( 2+3) /］

其中: μg，μl 分别为空气、水的动力黏度系数; ρ
l
w，ρ

g
w

分别为液态水密度和水蒸气密度。
1． 2． 2 干燥气体质量守恒
假设气体仅存在于气相中，不考虑固相中的干

燥气体。结合式( 5) 和式( 4) 可得:
( nSgρga )
t

+ ·( nSgρgav
g ) + ·jga = 0 ( 16)

非对流项中干燥气体的质量通量与水蒸气的质

量通量的关系为 jga = － jgw。假设水中干燥气体的密度
与孔隙中干燥气体的密度相等且均用 ρd 表示，即
ρla = ρga = ρa 代入式( 16) 可得气体的质量平衡方程
为:

( nSgρa )
t

+ nρaS
g εv

t
+

·( ρaq
g ) － ·jgw = 0 ( 17)

1． 3 动量守恒方程
多孔介质的动量守恒方程为:

·σ + f = 0 ( 18)
式中: σ为总应力; f = g［( 1 － n) ρs + nSlρl + nSgρg］
为体积力。
根据有效应力原理式( 1) 和物理方程式( 3) ，结

合方程式( 18) 可得到三相耦合的动量守恒方程:

K + 4
3( )E u，ii + ( SlP l，i + SgPg，i ) +

g［( 1 － n) ρs + nSlρl + nSgρg］ = 0
( 19)

2 一维非稳态问题的控制方程
通过对基本方程式 ( 8) — 式 ( 19) 进行理论推

导，最终得到的以孔隙水压力 P l、孔隙气压力 Pg 和

骨架位移 u为基本未知数的非饱和渗流 －变形耦合
问题的控制方程:

n( ρlw － ρgw )
Sl

Pm
+ nSg

ρgw
P[ ]

m

Pg

t
－

n( ρlw － ρgw )
Sl

Pm
+ nSg

ρgw
P[ ]

m

P l

t
+

( Slρ
l
w + Sgρ

g
w ) tu，i － ρlwK l ( P l，ii + ρlwg) －

ρgwKg ( Pg，ii + ρgg) + Dvw ( Pg，ii － P l，ii ) = 0 ( 20)

( nρa
Sl

Pm
)
P l

t
－ ( nρa

Sl

Pm
)
Pg

t
+
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ρaSgtu，i － ρaKg ( Pg，ii + ρgg) －
ρaK l ( P l，ii + ρlwg) + Dvw ( P l，ii － Pg，ii ) = 0 ( 21)

K + 4
3( )E u，ii + ( SlP l，i + SgPg，i ) +

g［( 1 － n) ρs + nSlρl + nSgρg］ = 0 ( 22)

式中，
Sl

Pm
= －

( Sl － Srl )

PdSe
－1 / ，j

g
w = DvwPg － DvwP l，

Dvw = － nSgDwvτ
ρgw
Pm
，
ρgw
Pm

= －
ρgwMw

ＲTρl
，

Dw = 229 × 10 －7 T
273．( )15

1． 75

考虑一维问题，并应用Laplace积分变换即可得
到频域内问题的控制方程为:

n( ρlw － ρgw )
Sl

Pm
+ nSg[ ]Q ［sP̂g ( s) － Pg ( 0) ］－

n( ρlw － ρgw )
Sl

Pm
+ nSg[ ]Q ［sP̂ l ( s) － P l ( 0) ］+

n( Slρ
l
w + Sgρ

g
w ) sû，i － ( ρ

l
wK l + Dvw ) P̂ l，ii －

( ρgwKg － Dvw ) P̂g，ii － ρlwK lρ
l
wg － ρgwKgρgg = 0 ( 23)

( nρa
Sl

Pm
) ［sP̂ l ( s) － P l ( 0) ］－

( nρa
Sl

Pm
) ［sP̂g ( s) － Pg ( 0) ］+

nρaSgsû，i － ( ρaKg + Dvw ) P̂g，ii +

Dvw P̂ l，ii － ρaKgρgg － ρaK lρ
l
wg = 0 ( 24)

K + 4
3( )E û，ii + ( Sl P̂ l，i + Sg P̂g，i ) +

g［( 1 － n) ρs + nSlρl + nSgρg］ = 0 ( 25)

选取 Laplace变换后频域内的孔隙水压力 P̂ l，

孔隙气压力 P̂g 和固体位移 û 以及它们的一阶导数

dP̂ l /dz，dP̂g /dz，dû /dz作为状态变量，将式( 22) —式
( 24) 经过整理后可以得到一维非稳态问题的状态
方程

d
dz V̂ = M( V̂) ( 26)

式中: V̂ = { P̂ l，P̂g，̂u，dP̂ l /dz，dP̂g /dz，dû /dz}
T 为状

态变量; M( V̂) 表示以: V̂为变量的状态矩阵。
方程式( 25 ) 是一个多物理场耦合的变系数偏

微分方程组，一般很难获得其解析解答，而打靶法是

一种求解强非线性微分方程的有效方法［17 － 18］。求
解时使用 Ｒunge － Kutta和 Newton － Ｒaphson方法不
断调整初值参数，使得初值参数的解适用于终点边

界条件，从而得到原边值问题的频域上的精确解。

为了获得时间域上的结果，基于矩方法的稳定化算

法，通过 Hausdoff矩方法将其进行数值逆 Laplace变
换［19］。

3 数值算例
为了验证数学模型以及求解方法的有效性，本

文基于 Liakopoulos［20］的试验结果对本文模拟结果
进行了比较分析。该试验为一个试样高度为 1 m，
直径为 0． 1 m的重力控制式的土柱。在试验中使用
Del Monte砂土填充 1m 高的有机玻璃筒，并且砂土
初始为饱和状态。在有机玻璃筒上设置 10 个间距
为 10 cm的监测点测量相应位置处土体的张力。土
体的温度保持恒定为 298． 15 K，试验边界条件如表 2
所示。初始条件 ui = u

0
i =0，Pl = P

0
l =0，Pg = P

0
g =0。

表 2 非饱和土的边界条件

位置 孔隙气压力 /kPa 孔隙水压力 /kPa 竖向位移 /m

上边界 0 — —

下边界 0 0 0

其中，孔隙水压力和孔隙气压力的值为相对大

气压力。
3． 1 Liakopoulos试验的数值模拟
根据 Liakopoulos［20］等提供的土样参数，选取如

表 3 所示的非饱和土物理力学参数进行了数值模
拟。图 2 给出了在重力作用下土体中水压力模拟值
与 Liakopoulos的试验值的对比结果，可以看出两者
变化基本一致。

表 3 Del Monte砂土的材料物理力学参数

参数 数值 参数 数值

n0 0． 23 g /m·s － 2 9． 8

Slres 0． 01 k0 /m·s － 1 2 × 10 －4

Slsat 0． 998 ρlw /kg·m －3 997

v 1 ρgw /kg·m －3 0． 1

τ 0． 13 ρa /kg·m －3 1． 10

 1． 5 K /GPa 1． 02

c 0． 1 d 0． 1

μl /Nsm －2 1． 0 × 10 －3 ρs /kg·m －3 2650

μg /Nsm －2 1． 8 × 10 －5 ρl / kg·m －3 997

Ｒ / J·mol － 1·K －1 8． 3144 ρg /kg·m －3 1． 10

Mw /kg·mol － 1 0． 018016 T /K 298． 15

在与 Liakopoulos 试验相同的边界条件下，图
3—图 5 分别给出了土体不同位置处孔隙水压力，孔
隙气压力和位移随时间的变化情况。由图 3 可知土
体底部的孔隙水压力随着时间的增大而逐渐减小，
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大概在 120 min 后，孔隙水压力的变化逐渐趋于缓
和，这是因为随着时间的增长，最后土柱在底部排水

作用下孔隙水压力逐渐趋于稳定。由于气体可以自
由进入土柱顶部边界，使得土柱试样下部的气压变

化率明显慢于试样上部的砂样。从图 4 可以看出，
随着时间的不断增大，孔隙气压力的变化率不断减

小，最后孔隙气压力逐渐趋于缓和，这是因为随着时

间的增大，土柱试样顶部的气体不断进入土柱内，使

得气压与大气压的值逐渐接近。由图 5 可以看出土
柱试样在不同高度处的竖向位移随着时间的变化逐

渐增大，但是大概在 120 min 后，竖向变形逐渐趋于
缓和，这是因为随着时间的变化，土柱试样在重力作

用下竖向固结逐渐趋于稳定。

图 2 水压力试验结果与模拟结果对比

图 3 不同位置处孔隙水压力的变化

对比 Liakopoulos的试验数据结果可以得知，本
文提出的渗流与变形耦合分析的数值模型在理论数

值分析上基本反映了非饱和土体内液相与气相的存

在状态，同时也较为准确地反映了气 －水两相流动
变化与土骨架位移变形之间的相互影响关系。
3． 2 参数分析
为了进一步研究非饱和土中水 －气 －土骨架颗

粒三相耦合的过程，对不同孔隙率、孔隙水压力、渗
透系数等条件下的孔隙气压力的变化规律进行了参

数分析。

图 4 不同位置处孔隙气压力的变化

图 5 不同位置处竖向位移的变化

为了分析土体孔隙率对非饱和土体中流 －固耦
合的影响，图 6—图 8 分别给出了土体上下边界的
孔隙气压力均为 0 kPa，土体上边界孔隙水压力为 0
kPa，下边界孔隙水压力分别为 － 20 kPa，土体孔隙
率分别为 0． 3、0． 4、0． 5 条件下，土体不同位置处孔
隙气压力、孔隙水压力以及饱和度随时间的变化情
况。从图中可以看出土体中的孔隙气压力的分布趋
势基本保持不变，但是随着土体中孔隙率的增加，土

体中的孔隙气压力逐渐降低。随着土体孔隙率的增
大，土体中孔隙水压力随时间而逐渐增大，当土体的

孔隙率较大时土体孔隙中的水分迁移越快，即土体

底部在相同时间下土体水分饱和度越大。
当土体孔隙率为 n = 0． 3，上下边界的孔隙气压

力均为 0 kPa，土体上边界孔隙水压力为 0 kPa 时，
图 9 给出了下边界的孔隙水压力分别为 － 8 kPa、
－ 9 kPa、－ 10 kPa 的条件下，土体中孔隙气压力的
分布情况。从图 9 中可以明显地看出，随着下边界
孔隙水压力的减小即土体饱和度的减小，土体中孔

隙气压力的分布趋势基本保持不变，即孔隙气压力

在土体内部会增大使其大于土体边界处的孔隙气压

力。随着土体孔隙中水分饱和度的减小，相同时间
条件下土体孔隙中的孔隙气压力随之减小。
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图 6 不同孔隙率下孔隙气压力的变化

图 7 不同孔隙率下孔隙水压力的变化

图 8 不同孔隙率下饱和度的变化

当土体孔隙率为 n = 0． 3，上下边界的孔隙气压
力均为 0 kPa，土体上边界孔隙水压力为 0 kPa，土体
下边界的孔隙水压力为 25 kPa时，图 10、图 11 分别
给出了土体的渗透系数分别为 8． 6 × 10 －6 m /s、
5． 6 × 10 －6 m /s、2． 6 × 10 －6 m /s的条件下，土体中孔
隙水压力和饱和度的变化情况。由图 10、图 11 可
以明显地看出，随着土体渗透系数的减小，在相同时

间条件下土体中的孔隙水压力而逐渐减小，即随着

土体渗透系数的减小土体中水分的迁移能力而逐渐

减弱，即在相同时间条件下土体底部水分的饱和度

随着渗透系数的增大而随之逐渐增大。

图 9 不同孔隙水压力下孔隙气压力的变化

图 10 不同渗透系数下孔隙水压力的变化

图 11 不同渗透系数下饱和度的变化

4 结 论
基于多孔介质理论，建立了等温条件下非饱和

土多孔介质中水分、气体、骨架位移等多场耦合的数
学模型。在求解非线性耦合方程时选取孔隙水压
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力、孔隙气压力、土骨架位移、时间以及它们的一阶
导数变化作为状态变量，采用打靶法进行数值分析。
通过与已有的试验结果相比较，验证了模型的有效

性。结果表明:
( 1) 非饱和土体中水、气两相的渗流变化是相

互影响的，并且与土体的变形相互作用。
( 2) 土体孔隙率的变化对相关物理量的变化有

着显著影响。随着孔隙率的增大使得土体气相和液
相渗透系数的增加，从而使土体中孔隙气压力降低。
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