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热应力专题

考虑应变率的广义压电热弹理论及其应用1)

李吉伟 何天虎 2)

(兰州理工大学理学院,兰州 730050)

摘要 工程中大量材料的形变介于弹性与黏性之间,既具有弹性固体特性,又具有黏性流体特点,即为黏弹性. 黏

弹性使得材料出现很多力学松弛现象,如应变松弛、滞后损耗等行为.在研究受热载荷作用的多场耦合问题的瞬

态响应时,考虑此类问题中的热松弛和应变松弛现象,对准确描述其瞬态响应尤为重要.针对广义压电热弹问题

的瞬态响应,尽管已有学者建立了考虑热松弛的广义压电热弹模型,但迄今,尚未计入应变松弛. 本文中,考虑到

材料变形时的应变松弛,通过引入应变率,在 Chandrasekharaiah广义压电热弹理论的基础之上,经拓展,建立了

考虑应变率的广义压电热弹理论.借助热力学定律,给出了理论的建立过程并得到了相应的状态方程及控制方

程. 在本构方程中,引入了应变松弛时间与应变率的乘积项,同时,分别在本构方程和能量方程中引入了热松弛

时间因子. 其后,该理论被用于研究受移动热源作用的压电热弹一维问题的动态响应问题.采用拉普拉斯变换及

其数值反变换,对问题进行了求解,得到了不同应变松弛时间和热源移动速度下的瞬态响应,即无量纲温度、位

移、应力和电势的分布规律,并重点考察了应变率对各物理量的影响效应,将结果以图形形式进行了表示. 结果

表明: 应变率对温度、位移、应力和电势的分布规律有显著影响.
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A GENERALIZED PIEZOELECTRIC-THERMOELASTIC THEORY WITH STRAIN
RATE AND ITS APPLICATION 1)

Li Jiwei He Tianhu2)

(School of Science, Lanzhou University of Technology, Lanzhou 730050, China)

Abstract The deformation of a large number of materials in engineering is between elasticity and viscosity, which

exhibits both features of elastic solid and viscous fluid, that is, viscoelasticity. Viscoelasticity causes many mechanical

relaxation phenomena, such as strain relaxation and hysteresis loss. In the investigation of transient response of multi-field

problems subjected to thermal loading, it is especially important to take the phenomena such as thermal relaxation and the

strain relaxation into consideration to accurately describe their transient response. For the transient response of the gener-

alized piezoelectric-thermoelastic problems, although the generalized piezoelectric-thermoelastic model was established

by taking into account the thermal relaxation, no strain relaxation is included so far. In present paper, by considering the

strain relaxation in the process of deformation, a generalized piezoelectric-thermoelastic theory is theoretically established
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by extending Chandrasekharaiah’s theory through taking strain rate into consideration. By means of the thermodynamic

laws, the theory is formulated and the corresponding state equations and governing equations are obtained. In constitutive

equation, a term of the product of a strain relaxation time and the strain rate is introduced, meanwhile, thermal relaxation

time factors are included in constitutive equation and energy equation respectively. Subsequently, this theory is applied

to investigating the dynamic response of a one-dimensional piezoelectric-thermoelastic problem subjected to a moving

heat source. The Laplace transform and its numerical inverse transform are used to solve the problem, and the transient

response under different strain relaxation time and heat source moving speed is obtained, that is, the distribution law of

dimensionless temperature, displacement, stress and electric potential. The effect of strain rate on each physical quantity

was investigated, and the results were presented in graphical form. The results show that the strain rate has a significant

effect on the distributions of temperature, displacement, stress and electric potential.

Key words strain rate, relaxation times, non-Fourier’s effect, transient response, piezoelectric-thermoelasticity

引 言

随着器件小型化及现代加热技术的发展,如超短

激光脉冲, 微波等, 用于模拟材料在极短时间内 [1-9]

的热力学行为的经典热弹性理论令人质疑. 针对极

端条件下的传热问题,学者们对傅里叶定律进行了修

正,基于不同机理,得到了形式各异的非傅里叶热传

导模型. 第一个修正的模型是由 Cattaneo [10] 和 Ver-

notte [11] (C-V) 提出的, 他们通过引入热松弛时间因

子和热流率的乘积项对经典傅里叶定律进行了修正,

得到了波型的热传导方程. 此后, Lord和 Shulman(L-

S) [12] 及 Green 和 Lindsay(G-L) [13] 发展得到了广义

的热弹性理论.其他的广义热弹理论模型包括: 考虑

或不考虑耗散的 G–N [14-16] 模型、惯性熵模型 [17]、

热质模型 [18] 等. 在过去的数十年间, 分数阶微积分

在描述反常扩散等问题方面得到了长足发展, 并被

学者们引入了热弹性理论, 建立了分数阶型的广义

热弹性理论, 如 Povstenko [19] 提出的分数阶热弹性

理论, Youssef [20] 提出的 L-S 型分数阶理论, Sherief

等 [21]、Ezzat [22] 和于亚军等 [23] 的分数阶理论,以及

G-L型分数阶理论[24]等.许光映等[25]基于分数阶理

论, 研究了非高斯分布激光热源辐射下半无限大体

内部的复杂传热过程及热变形, 给出了温度场和应

力场的解析解.针对电磁介质,学者也建立了广义电

磁热弹理论来研究相关问题,如 Sherief和 Anwar [26]

将第三类热边界条件应用于圆环的内外表面, 研究

了无限传导和有限传导圆环的动态响应问题. 何天

虎等 [27] 求解了无限长圆柱体的广义电磁热弹问题.

除此之外,在广义热弹问题中,考虑记忆依赖效应,也

引起了学者们的关注. 张培等 [28] 基于记忆依赖非局

部广义热弹理论,研究了两段固定、受移动热源作用

的有限长热弹杆的瞬态响应.李妍等 [29] 基于 L-S广

义热弹扩散理论, 建立了考虑材料记忆依赖效应和

空间非局部效应的记忆依赖型非局部广义热弹扩散

耦合理论.

压电陶瓷 [30-31] 广泛用于各种智能结构,由于压

电效应, 常被用作传感器和致动器等. 为描述压电

材料的热弹行为, Mindlin [32] 建立了经典热压电理

论, 研究了热压电板的热弹行为; 在 1988 年, Chan-

drasekharaiah [33] 对基于热力学定律和 G-L热弹性理

论,对 Mindlin [32] 理论进行了拓展,建立了广义压电

热弹耦合的线性理论, 其中的热传导方程包含温度

变化率, 同时在本构方程和能量方程中各引入了一

个热松弛时间因子, 描述热以波的形式以有限速度

进行传播. 基于 Chandrasekharaiah 理论, He 等 [34] 等

运用拉普拉斯变换,结合有限元方法,研究了二维广

义热压电问题;此外, Majhi[35]提出了一种势函数,基

于 L-S 型广义热弹压电理论, 研究了半无限长压电

杆受局部热源作用的动态响应;何天虎等 [36]基于 L-

S型广义热弹压电理论,研究了热源移动时热压电杆

的动态响应; Babaei和 Chen [37] 在何天虎等 [36] 的研

究工作基础上,经细化,进一步研究了受移动热源作

用的有限长热压电杆的动态响应问题.

工程中大量材料的形变介于弹性与黏性之间,

既具有弹性固体特性,又具有黏性流体特点,即为黏

弹性. 黏弹性使得材料出现很多力学松弛现象,如应

变松弛、滞后损耗等行为.在材料变形时由于分子间

有内摩擦,分子链运动时损耗能量,除弹性形变外,还

有黏性形变和损耗,应力和形变也不能建立平衡对应

关系,而有一个松弛过程,因此出现应变滞后于应力
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的现象.在广义热弹耦合问题的诸多研究中,结果表

明,位移在弹性波和热波前不连续 [18-24],这与连续体

力学的位移连续性假设相矛盾. Yu等[38]的研究工作

进一步表明,考虑应变率,可消除位移的不连续性现

象. 因此, 建立广义热弹性理论模型时, 考虑应变松

弛, 是非常必要的. 考虑应变率的主旨, 便是考虑材

料本身的应变松弛现象, 从而更加真实地反映材料

变形机理.

本文在 Chandrasekharaiah 广义压电热弹理论的

基础之上,考虑材料变形时的应变迟滞现象,通过引

入应变率,经拓展,建立了考虑应变率的广义压电热

弹理论.理论中除考虑了应变率之外,还考虑了温度

变化率, Mindlin 热压电理论 [32] 以及 Green 和 Lind-

say[13]热弹性理论都可经该理论退化后得到.基于新

建立的理论, 再次对受移动热源作用的一维压电杆

的广义压电热弹瞬态响应问题进行了研究, 得到了

压电杆中无量纲温度、位移、应力、电势等的分布规

律,并重点考察了应变率对各物理量的影响效应.

1 基本方程

1.1 理论推导

基于热弹理论基本方程,借助热力学定律,下面

来建立考虑应变率的广义压电热弹耦合理论.

运动方程

σi j, j + fi = ρüi (1)

其中, σi j 是应力分量, fi 是体力, ρ是质量密度, ui 是

位移矢量.

应变位移关系

εi j =
1
2

(
ui, j + u j,i

)
(2)

压电材料能量守恒方程

ρė = σi jχ̇i j − qi,i + EiḊi + r (3)

其中, e是体积比内能, qi是热流矢量, r是内热源, χi j

是一个包含应变及应变率的二阶张量,其形式为

χi j = χi j

(
εi j, ε̇i j

)
(4)

熵不等式

ρη̇ > −
(

qi

ϕ

)
,i
+

r
ϕ

(5)

其中, ϕ是取决于温度及其速率的场变量的正标量函

数,其形式为

ϕ = ϕ
(
θ, θ̇

)
(6)

高斯方程及电场电势关系

Di = 0, Ei = −φ,i (7)

其中, Di是电位移, Ei是电场强度.

从式 (4)和式 (6)可以得到

χ̇i j =
∂χkl

∂εi j
ε̇kl +

∂χkl

∂ε̇i j
ε̈kl

ϕ̇ =
∂ϕ

∂θ
θ̇ +

∂ϕ

∂θ̇
θ̈

ϕ,i =
∂ϕ

∂θ
θ,i +

∂ϕ

∂θ̇
θ̇,i


(8)

引入广义自由能表达式

ρψ = ρe − ρηϕ − DiEi (9)

将式 (9)代入式 (3)中,可以得到能量守恒方程,即热

力学第一定律

ρψ̇ + ρη̇ϕ + ρηϕ̇ + ĖiDi = σi jχ̇i j − qi,i + r (10)

克劳修斯不等式也可以改写为

σi jχ̇i j −
(
ρψ̇ + ρηϕ̇

)
− ĖiDi −

qi

ϕ
ϕ,i > 0 (11)

将式 (8)代入式 (10)和式 (11)中,可以得到

σi j

(
∂χkl

∂εi j
ε̇kl +

∂χkl

∂ε̇i j
ε̈kl

)
− ρψ̇ − ρη̇ϕ −

ρη

(
∂ϕ

∂θ
θ̇ +

∂ϕ

∂θ̇
θ̈

)
− qi,i − DiĖi + r = 0 (12)

σi j

(
∂χkl

∂εi j
ε̇kl +

∂χkl

∂ε̇i j
ε̈kl

)
− ρψ̇ − ρη

(
∂ϕ

∂θ
θ̇ +

∂ϕ

∂θ̇
θ̈

)
−

−qi

ϕ

(
∂ϕ

∂θ
θ,i +

∂ϕ

∂θ̇
θ̇,i

)
− DiĖi > 0 (13)

广义自由能可以假定为如下形式

ρψ = ρψ
(
εi j, ε̇i j, θ, θ̇, θ,i, Ei

)
(14)

显然,可以得到

ρψ̇ = ρ
∂ψ

∂εi j
ε̇i j + ρ

∂ψ

∂ε̇i j
ε̈i j + ρ

∂ψ

∂θ
θ̇ +

ρ
∂ψ

∂θ̇
θ̈ + ρ

∂ψ

∂θ,i
θ̇,i + ρ

∂ψ

∂Ei
Ėi (15)
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将式 (15) 代入式 (12) 以及式 (13), 可以得到如下的

本构关系

σi j = ρ
∂ψ

∂ε̇kl

(
∂χi j

∂ε̇kl

)−1

ρη = −ρ∂ψ
∂θ̇

(
∂ϕ

∂θ̇

)−1

Di = −ρ
∂ψ

∂Ei
,

qi

ϕ
= −ρ ∂ψ

∂θ,i

(
∂ϕ

∂θ̇

)−1


(16)

于是,式 (12)和式 (13)可以被写作(
σi j

∂χi j

∂εkl
− ρ ∂ψ

∂εkl

)
ε̇kl −

(
ρ
∂ψ

∂θ
+ ρη

∂ϕ

∂θ

)
θ̇ −

ρ
∂ψ

∂θ,i
θ̇,i − ρη̇ϕ − qi,i + r = 0 (17)(

σi j
∂χi j

∂εkl
− ρ ∂ψ

∂εkl

)
ε̇kl −

(
ρ
∂ψ

∂θ
+ ρη

∂ϕ

∂θ

)
θ̇ −

qi

φ

∂φ

∂θ
θ,i > 0 (18)

到目前为止, 已获得了考虑应变率的压电热弹理论

的基本方程,即平衡方程 (1),几何方程 (2),本构方程

(16) 和能量守恒方程 (17). 不等式 (18) 会自动成立,

稍后将予以证明.

对于线性热弹性问题, 式 (4) 和式 (6) 可以被

写作

χi j = εi j + τ0ε̇i j (19)

ϕ = θ0 + θ + τ1θ̇ (20)

在上两式中, τ0和 τ1是两个时间迟滞因子,他们之间

满足如下关系

τ1 > τ0 > 0 (21)

从式 (19)和式 (20)中,可以得到

∂χi j

∂εkl
= δikδ jl,

∂χi j

∂ε̇kl
= τ0δikδ jl (22)

∂ϕ

∂θ
= 1,

∂ϕ

∂θ̇
= τ1 (23)

此处,进一步写出广义自由能的显式表达式

ρψ =
1
2

Ci jklεi jεkl − γi jεi jθ −
1
2
ρcE

θ0
θ2 +

τ0Ci jklε̇i jεkl +
1
2
τ0τ0Ci jklε̇i jε̇kl − τ0γi jθε̇i j −

τ1γi jεi jθ̇ − τ0τ1γi jε̇i jθ̇ − τ1θγklεkl −

τ0hi jkEkε̇kl − τ1 piEiθ̇ − piEiθ − hi jkEiε jk −
1
2
ωi jEiE j −

ρcE

θ0
τ1θθ̇ −

1
2
ρcE

θ0
τ1τ1θ̇θ̇ +

1
2
τ1

θ0
θ,iκi jθ, j (24)

将方程 (22)∼(24)代入式 (26)中,可以得到本构方程

的显式表达式,如下所示:

应力本构方程为

σi j = Ci jkl (εkl + τ0ε̇kl) − γi j

(
θ + τ1θ̇

)
− hi jkEk (25)

熵本构方程

ρθ0η = ρcE

(
θ + τ1θ̇

)
+ γi jθ0

(
εi j + τ0ε̇i j

)
+ θ0 piEi (26)

广义傅里叶定律

qi = −
1
θ0
κi jθ, j

(
θ0 + θ + τ1θ̇

)
(27)

电位移表达式

Di = hi jk

(
ε jk + τ0ε̇ jk

)
+ ωi jE j + pi

(
θ + τ1θ̇

)
(28)

理论推导的最后一步是关于不等式 (18) 的证明, 由

方程 (24)和 (25)可得

σi j
∂χi j

∂εkl
− ρ ∂ψ

∂εkl
= Ci jkl (τ1 − τ0) ε̇kl (29)

因为 τ1 > τ0 > 0, 因此式 (18) 的第一项(
σi j∂χi j/∂εkl − ρ∂ψ/∂εkl

)
ε̇kl为正.

同理,由表达式 (ρ∂ψ/∂θ + ρη∂ϕ/∂θ)也可以得到

ρ
∂ψ

∂θ
+ ρη

∂ϕ

∂θ
= −ρcE

θ0
(τ1 − τ0) θ̇ (30)

因此,式 (18)的第二项也为正,式 (18)的最后一项可

以被写作

−qi

ϕ

∂ϕ

∂θ
θ,i ≈

1
θ0
θ,iκi jθ, j (31)

这一项显然恒正,因此,式 (18)自然成立. 至此,理论

推导结束.现将如上理论的基本方和归纳如下:

运动方程

σi j, j + ρFi = ρüi (32)

应变位移关系

εi j =
1
2

(
ui, j + u j,i

)
(33)

因为 θθ, j 和 θ̇θ, j 相当小, 如果将它们忽略不计,那么

式 (28)将退化为傅里叶定律

qi = −κi jθ, j (34)
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能量守恒方程

ρη̇θ0 = −qi,i + r (35)

应力本构方程为

σi j = Ci jkl (εkl + τ0ε̇kl) − γi j

(
θ + τ1θ̇

)
− hi jkEk (36)

熵本构方程

ρθ0η = ρcE

(
θ + τ1θ̇

)
+ γi jθ0

(
εi j + τ0ε̇i j

)
+ θ0 piEi (37)

电位移表达式

Di = hi jk

(
ε jk + τ0ε̇ jk

)
+ ωi jE j + pi

(
θ + τ1θ̇

)
(38)

如果不考虑应变率, 那么当前的理论可退化为已有

的热压电理论.如果是各向同性材料,那么 Ci jklεkl =

2µεi j + λεkkδi j,, γi j = (3λ + 2µ)αθδi j,, κi j = κδi j,其中 λ

和 µ是拉梅系数, αθ是热膨胀系数.

1.2 问题描述

基于新建立的考虑应变率的广义压电热弹理论,

来研究一维压电杆的压电热弹性瞬态响应问题. 压

电杆长为 L,两端固定,受沿着轴向的移动热源作用,

如模型图 1 所示. 沿杆轴线方向建立一维坐标系 (x

轴向右为正).

thermally insulated fixed ends

the moving heat source

L

x

φL- φ0 

图 1 移动热源作用下的压电杆

Fig. 1 A thermopiezoelectric rod subjected to a moving heat source

在不计自由电荷及体力的情况下, 对于一维热

压电杆,基本方程可写作

σxx,x = ρü (39)

εxx = u,x (40)

Dx,x = 0, Ex = −φ,x (41)

ρ
(
η,tθ0 − R

)
+ qx,x = 0 (42)

qx = −κ11θ,x (43)

σxx = c11 (εxx + τ0ε̇xx) − h11Ex − γ11

(
θ + τ1θ̇

)
(44)

Dx = h11 (εxx + τ0ε̇xx) + ω11Ex + p1

(
θ + τ1θ̇

)
(45)

ρη =
ρcE

θ0

(
θ + τ1θ̇

)
+ γ11 (εxx + τ0ε̇xx) + p1Ex (46)

通过以上方程,可得到

c11

(
∂2u
∂x2 + τ0

∂3u
∂x2∂t

)
+ h11

∂2φ

∂x2 −

γ11

(
∂θ

∂x
+ τ1

∂2θ

∂x∂t

)
= ρ

∂2u
∂t2 (47)

h11

(
∂2u
∂x2 + τ0

∂3u
∂x2∂t

)
− ω11

∂2φ

∂x2 + p1(
∂θ

∂x
+ τ1

∂2θ

∂x∂t

)
= 0 (48)

κ11
∂2θ

∂x2 + ρR + p1θ0
∂2φ

∂x∂t
− ρcE

(
∂θ

∂t
+ τ1

∂2θ

∂t2

)
−

γ11θ0

(
∂2u
∂x∂t

+ τ0
∂3u
∂x∂t2

)
= 0 (49)

为简洁起见,引入如下的无量纲量

x∗ = c0s0x, u∗ = c0s0u, L∗ = c0s0L, t∗ = c2
0s0t

τ∗i = c2
0s0τi, θ

∗ =
θ

θ0
, σ∗xx =

σxx

c11
, D∗x =

Dx

h11

R∗ =
R

κ11θ0c2
0s2

0

, c2
0 =

c11

ρ
, s0 =

ρcE

κ11
, ϕ∗ =

ω11

h11L
φ


(50)

利用以上的无量纲量,式 (47)∼式 (49)变为

∂2u
∂x2 + τ0

∂3u
∂x2∂t

+ g1
∂2φ

∂x2 −

g2

(
∂θ

∂x
+ τ1

∂2θ

∂x∂t

)
=
∂2u
∂t2 (51)

∂2u
∂x2 + τ0

∂3u
∂x2∂t

− g3
∂2φ

∂x2 +

f1

(
∂θ

∂x
+ τ1

∂2θ

∂x∂t

)
= 0 (52)

∂2θ

∂x2 + ρR −
(
∂θ

∂t
+ τ1

∂2θ

∂t2

)
−

f2

(
∂2u
∂x∂t

+ τ0
∂3u
∂x∂t2

)
+ f3

∂2φ

∂x∂t
= 0 (53)

其中

g1 =
c0s0Lh2

11

ω11c11
, g2 =

γ11θ0

c11
, g3 = c0s0L

f1 =
p1θ0

h11
, f2 =

γ11

ρcE
, f3 =

p1c0Lh11

κ11ω11

 (54)

问题的初始条件为
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u (x, 0) = u̇ (x, 0) = 0, θ (x, 0) = θ̇ (x, 0) = 0

φ (x, 0) = φ̇ (x, 0) = 0

 (55)

边界条件为

u (0, t) = u (L, t) = 0, φ (0, t) = φ (L, t) = 0
∂θ (0, t)
∂x

=
∂θ (L, t)
∂x

= 0

 (56)

另外,假定无量纲热源具有以下形式

R = R0δ (x − νt) (57)

其中, R0 是移动热源的无量纲幅值的大小, δ是狄克

拉函数, ν是热源的移动速度.

1.3 在拉氏域内的求解

引入拉普拉斯变换公式

L
[
f (t)

]
= f̄ (s) =

∫ ∞

0
e−st f (t)dt, Re(s) > 0 (58)

其中, s是拉式变换中的参数, Re是实部.

对方程 (51)∼(53)进行拉普拉斯变换[
(1 + τ0s)

d2

dx2 − g4s2
]

ū + g1
d2

dx2 φ̄ −

g2 (1 + τ1s)
d
dx
θ̄ = 0 (59)

(1 + τ0s)
d2

dx2 ū − g3
d2

dx2 φ̄ +

f1 (1 + τ1s)
d
dx
θ̄ = 0 (60)(

d2

dx2 − s − τ1s2
)
θ̄ − f2s (1 + τ0s)

d
dx

ū +

f3s
d
dx
φ̄ = − f4e−

s
ν x (61)

其中, g4 = ρc2
0/c11, f4 = ρR0/ν.

从方程 (58)∼(60)中消去 θ̄和 φ̄,可得到

d4

dx4 ū +
n2

n1

d2

dx2 ū +
n3

n1
ū =

n
n1

e−
s
ν x (62)

其中

n1 =
f1(1 + τ1s)

g2s(1 + τ0s)
−

f1g1[g2(1 + τ0s) + f1(1 + τ1s)]
g2s(1 + τ0s)( f1g1 − g2g3)

(63a)

n2 = 1 + τ0s − f1 (1 + τ1s) ·[
f2 +

g4s
g2 (1 + τ1s) (1 + τ0s)

]
+

g1g4 f 2
1 s

g2 (1 + τ1s) (1 + τ0s)
−

[
f1 f3 (1 + τ1s)

(1 + τ0s)
− g3

]
·

g2 (1 + τ0s) + f1 (1 + τ1s)
( f1g1 − g2g3)

(63b)

n3 =

[
f1 f3(1 + τ1s)

(1 + τ0s)
− g3

]
f1g4s2

( f1g1 − g2g3)
(63c)

n =
f1 f4(1 + τ1s)
v(1 + τ0s)

(63d)

方程 (62)的通解为

ū = C1eλ1 x +C2eλ2 x +C3eλ3 x +C4eλ4 x + Ke−
s
ν x (64)

其中 C1, C2, C3, C4是待定的常数, K的表达式如下

K =
n

n1

( s
ν

)4
+ n2

( s
ν

)2
+ n3

(65)

而 λ1, λ2, λ3, λ4是如下特征方程的根

λ4 +
n2

n1
λ2 +

n3

n1
= 0 (66)

特征根可表示为

λ1 = −λ2 =

√√√
−n2 +

√
n2

2 − 4n1n3

2n1

λ3 = −λ4 =

√√√
−n2 −

√
n2

2 − 4n1n3

2n1


(67)

消去方程 (59)和 (60)中的 θ̄,可得到

[
f1 (1 + τ1s) + g2 (1 + τ0s)

] d2

dx2 ū − f1g4s2ū +

( f1g1 − g2g3)
d2

dx2 φ̄ = 0 (68)

将式 (63)代入式 (67)中,可得到

φ̄ = a1C1eλ1 x + a2C2eλ2 x + a3C3eλ3 x + a4C4eλ4 x +

aKe−
s
ν x + N1x + N2 (69)

进一步,可得到 θ̄的表达式

θ̄ = b1C1eλ1 x + b2C2eλ2 x + b3C3eλ3 x + b4C4eλ4 x +

bKe−
s
ν x +

g3N1

f1 (1 + τ1s)
+ N3 (70)
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在以上方程中

a =
f1g4v2 − [ f1(1 + τ1s) + g2(1 + τ0s)]

f1g1 − g2g3

a1 = a2 =
1

f1g1 − g2g3

{
f1g4s2

λ2
1

−

[ f1(1 + τ1s) + g2(1 + τ0s)]
}

a3 = a4 =
1

f1g1 − g2g3

{
f1g4s2

λ2
3

−

[ f1(1 + τ1s) + g2(1 + τ0s)]
}

b =
s[(1 + τ0s) − ag3]

v1 f1(1 + τ1s)

b1 = −b2 =
λ1[ag3 − (1 + τ0s)]

f1(1 + τ1s)

b3 = −b4 =
λ3[ag3 − (1 + τ0s)]

f1(1 + τ1s)



(71)

结合电位移表达式以及应力本构方程,可得到

σ̄xx = Ci

λi

1 + τ1s + ai
h2

11c0s0L
ω11c11

 − γ11θ0

c11
bi

 eλi x +

K
− s
ν

1 + τ1s + a
h2

11c0s0L
ω11c11

 − γ11θ0

c11
b
 e−

s
ν x +

N1

h2
11c0s0L
ω11c11

− g3γ11θ0

f1 (1 + τ1s) c11

 −
γ11θ0

c11
N3 −

γ11θ0

c11
τ1s (72)

D̄x = Ci

[
λi (1 + τ0s − aic0s0L) +

p1θ0

h11
bi

]
eλi x +

K
[
− s
ν

(1 + τ0s − ac0s0L) +
p1θ0

h11
b
]

e−
s
ν x +

N1

[
p1θ0g3

h11 f1 (1 + τ1s)
− c0s0L

]
+

p1θ0

h11
N3 +

p1θ0

h11
τ1s (73)

其中, i = 1, 2, 3, 4.

将式 (64)、式 (69)、式 (70)代入式 (61)中,得到

f1 f3 (1 + τ1s) − g3

f1 (1 + τ1s)
N1 − N3 = 0 (74)

结合边界条件 (56),可得到

C1 +C2 +C3 +C4 + K = 0 (75)

C1eλ1c0 s0L +C2eλ2c0 s0L +C3eλ3c0 s0L +C4eλ4c0 s0L +

Ke−(s/v)c0 s0L = 0 (76)

a1C1 + a2C2 + a3C3 + a4C4 + aK + N2 = 0 (77)

a1C1eλ1c0 s0L+a2C2eλ2c0 s0L+a3C3eλ3c0 s0L+a4C4eλ4c0 s0L+

aKe−(s/v)c0 s0L + N1c0s0L + N2 = 0 (78)

b1λ1C1 + b2λ2C2 + b3λ3C3 + b4λ4C4 −
s
v

bK = 0 (79)

b1λ1C1eλ1c0 s0L + b2λ2C2eλ2c0 s0L + b3λ3C3eλ3c0 s0L +

b4λ4C4eλ4c0 s0L − s
v

bKe−(s/v)c0 s0L = 0 (80)

通过求解以上方程, 可以得到 Ci (i = 1, 2, 3, 4), Ni

(i = 1, 2, 3) 和 K, 由于所得表达式过于繁琐, 此处省

略未列出.

1.4 拉普拉斯反变换

为得到各物理量在时域中的解, 引入拉普拉斯

数值反变换对各物理量表达式进行反变换,可得

f (x, t) =
eβ0t

t

[
1
2

f̃ (x, β0) +

Re
N∑

n=1

f̃
(
x, β0 +

inπ
t

)
(−1)n

]
(81)

为了能快速收敛, 大量的数据试验表明, β0 应满足

β0t ≈ 4.7 [39].

1.5 结果及讨论

为进行数值计算,需引入如下的压电杆材料特性

参数: c11 = 8.674 × 1010 N/m2, γ11 = 1.16 × 106 N/(m2 ·
K), ρ = 2.65 × 103 kg/m3, cE = 782 J/(kg · K), h11 =

0.2 C/m2, ω11 = 0.392×10−10 F/m, p1 = 4×10−4 C/(m2 ·
K), κ11 = 1.4 W/(m · K).计算中,其他参数取值如下

R0 =
10
ρ
, θ0 = 293, L = 10

经计算,得到了压电杆中无量纲温度、应力、位

移、电势的分布规律. 计算中, 着重考察了应变率

和热源移动速度对各物理量分布规律的影响效应,

应变率的影响效应是通过应变松弛时间因子来体现

的. 计算中, 无量纲时间 t = 0.1, 热松弛时间因子

τ1 = 0.05,应变松弛时间因子分别是 τ0 = 0, 0.01, 0.02,

0.03,移动热源速度取了两不同值,分别是 v = 2, 3.各

物理量的分布图如图 2∼图 9所示.

图 2 和图 3 显示无量纲温度分布规律. 可以看

到, 同样的热源移动速度下, 温度的峰值随着 τ0 的

增大向左侧移动并且减小. 因为左侧有移动热源的

作用,温度从非零值到达峰值而后逐渐趋于零. 同样

的迟滞因子下, 温度会随着热源速度的增大而降低,
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图 2 无量纲温度 (ν = 2)

Fig. 2 The non-dimensional temperature
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图 3 无量纲温度 (ν = 3)

Fig. 3 The non-dimensional temperature

因为一段时间内热源释放的能量是不变的, 导致分

配到单位杆长上的能量会随着热源速度的增大而减

小. 每一温度分布曲线遵循如下规律:从零开始迅速

增加到峰值,然后持续降低趋近于零.

图 4 和图 5 显示无量纲应力的分布规律. 可以

看出杆中出现的是压应力, 这是由于热膨胀和固定

端的缘故. 在同一热源速度下,应力峰值绝对值会随

着 τ0的增加而增加,在同样的迟滞因子下,应力峰值

会随着热源速度的增大而下降. 每一应力分布曲线

遵循以下规律: 应力缓慢增大到达峰值而后持续降

低趋近于零.

图 6和图 7显示无量纲位移的分布规律.从图中

可以看出,同一热源速度下,位移峰值绝对值随着 τ0
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图 4 无量纲应力 (ν = 2)

Fig. 4 The non-dimensional stress
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图 5 无量纲应力 (ν = 3)

Fig. 5 The non-dimensional stress

的增大而减小,而同一迟滞因子下,位移峰值绝对值

会随着热源速度的增大而降低. 还可以看到,杆的两

端位移仍然为零,这是由于杆的两端固定. 每一位移

分布曲线满足如下规律: 从零开始缓慢增大达到峰

值然后逐渐降低趋近于零.

图 8和图 9显示热压电杆中无量纲电势分别在

v = 2和 v = 3的分布规律.压电材料有其特有的性

质, 即压电效应. 由于热膨胀及杆端固定, 杆内产生

压电效应, 导致在杆中产生电势. 可以看出, 同样的

热源速度下,电势的峰值随着 τ0的增大而减小.相同

的迟滞因子,不同移动热源速度下,电势峰值所在的

位置会不同,峰值会随着移动速度的增大而减小. 每
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图 6 无量纲位移 (ν = 2)

Fig. 6 The non-dimensional displacement
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图 7 无量纲位移 (ν = 3)

Fig. 7 The non-dimensional displacement
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图 8 无量纲电势 (ν = 2)

Fig. 8 The non-dimensional electric potential
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图 9 无量纲电势 (ν = 3)

Fig. 9 The non-dimensional electric potential

一电势分布曲线遵循以下规律: 从零开始缓慢增大

到峰值而后持续降低趋近于零.

2 结 论

本文借助热力学定律, 建立了考虑应变率的广

义压电热弹理论, 并应用该理论研究了两端固定的

一维压电杆在移动热源作用下的瞬态响应问题. 得

到了无量纲电势、温度、应力、位移在不同热源速度

下的分布规律并作图说明. 研究了不同应变迟滞因

子 τ0对瞬态响应的影响.结果表明:

(1)在同一热源速度下,无量纲电势的峰值会随

着 τ0的增大而减小;同时,保持 τ0不变时,电势的峰

值随着热源速度的增加而降低;

(2)在同一热源速度下,无量纲温度的峰值会随

着迟滞因子 τ0 的增大而减小;同样的迟滞因子和温

度会随着热源速度的增大而减小;

(3)同一热源速度下,杆内产生压应力,无量纲应

力的峰值随着 τ0 的增大而增大;在同样的迟滞因子

下,应力峰值会随着热源速度的增大而下降;

(4)在同一热源速度下,位移峰值绝对值随着 τ0

的增大而减小;而同一迟滞因子下,位移峰值绝对值

会随着热源速度的增大而降低.
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