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单圆弧波纹管膜片的非线性大变形分析 
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摘  要：采用拟壳法把单圆弧波纹管膜片看作具有初始挠度圆环薄板的组合结构，用非线性大挠度弯曲理论对单

圆弧膜片的非线性大变形进行了分析。选取膜片圆弧部分的最大变形处挠度为摄动参数，采用板壳理论的修正迭

代法，对外周边固定内周边自由的单圆弧波纹管膜片进行了求解，由边界条件和连续性条件得到了精确度较高的

二次解析解。通过波纹管膜片圆弧的矢高和波长绘制了圆弧最大挠度处的特征曲线，随着单弧膜片的矢量高度的

增加，膜片的挠度非线性增大，随着单弧波纹管膜片的弧长变长，膜片的挠度非线性增加。 
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NONLINEAR LAGER DEFORMATION ANALYSIS OF  
SINGLE ARC BELLOWS DIAPHRAGM 

 
HAN Ming-jun , WANG Wei-bing , LI Hong-rui , ZHOU Chao-yu , MA Lian-sheng  

(School of Science, Lanzhou University of Technology, Lanzhou, Gansu 730050, China) 

 

Abstract:  The single arc bellows diaphragm is regarded as the combined structure of a circular plate with initial 

deflection by the method of simulated shell. Based on nonlinear large deflection bending theory, the nonlinear 

large deformation of a single circular diaphragm is analyzed. Taking the maximum deflection of the circular part 

of the diaphragm as a perturbation parameter and using modified iteration method of theory of plates and shells, 

the nonlinear large deformation of a single circular arc bellows diaphragm with one end fixed and another end free 

is solved. Under boundary conditions and continuity conditions, quadratic nonlinearity analytical solutions with 

higher accuracy are obtained. According to the vector height of the arc and the wavelength of the arc in a single 

circular arc bellows diaphragm, the characteristic curve of the maximum deflection of the arc is drawn. The 

characteristic curve is analyzed, the deflection of the diaphragm nonlinearly increases with the increase of the 

vector height of the single arc diaphragm, and the deflection of the diaphragm nonlinearly increases with the 

increase of the arc length of the single arc bellows diaphragm. 

Key words:  bellows diaphragm; large deformation; nonlinear; method of simulated shell; modified iteration 

method 

 

波纹管是干气密封中常用的弹性元件，干气密

封结构中的弹性元件是影响其膜厚的一个重要元

素，因此，波纹管直接影响着干气密封的密封性能。

波纹管已经在机械密封中得到了广泛应用，其主要

优点在于：焊接金属波纹管不仅起着补偿及缓冲因

动磨损、轴向串动及振动等原因产生的轴向位移，
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同时还起着使动环随旋转轴一起旋转的作用[1―2]。

然而由于结构形状复杂,难以得到简单而又准确的

计算。Nuer 等[3]通过利用软件对波纹管建立了有限

元模型，得到了波纹管的弹簧刚度；较多学者利用

软件对金属波纹管膜片的研究，确定了膜片的应力

分布和变形情况[4－9]；Zhang 等[10]利用 Pro-E 软件分

别建立了单圆弧焊接金属波纹管、双圆弧焊接金属

波纹管和三圆弧焊接金属波纹管的有限元模型，并

引入 ANSYS 软件进行了模态分析，分别得到了它

们的固有频率和振动模态，并进行了分析比较。随

着对波纹圆板的实验和理论研究的不断进行[11―16]，

Murphy[17]采用梁理论对不同形式回转壳体波纹管

的应力和应变进行分析；Aleksander 等[18]把在轴对

称载荷作用下波纹管认为是波纹的旋转壳，得出了

U 形膨胀波纹管在内压载荷作用下的应力-应变状

态；对于波纹管理论分析方面的研究较少，袁鸿和

刘人怀[19]采用轴对称旋转壳体理论,研究了在均布

载荷作用下具有硬中心的带边缘大波纹膜片的非

线性弯曲问题，应用积分方程方法,获得了具有夹

紧固定和滑动固定两种外边界膜片的特征关系，即   

荷载-中心挠度曲线。刘人怀等[20―21]建立了波纹扁

球壳的非线性弯曲理论，利用该理论和改进的迭代

方法，得到了在均匀压力作用下具有刚性夹紧边的

波纹扁球壳的临界屈曲压力的解析解。 

由于波纹管结构的复杂性，利用有限元软件进

行数值求解的较多。本文尝试利用拟壳法对单圆弧

膜片建立精确力学模型，将其简化为具有初始挠度

的圆环板，采用文献[13]的研究方法，其中修正迭

代法利用迭代原理，能够快速地求解出膜片的解析

解。利用薄壳的非线性大挠度理论，用修正迭代法

求解单圆弧波纹管膜片的大挠度方程，从而得到了

精确度较高的二次解析解，讨论了波纹管膜片在圆

弧最大变形处的挠度和载荷的关系，波纹管的微小

变形将直接影响密封气膜流场，对波纹管优化设计

提供理论依据。 

1  基本方程和边界条件 

单圆弧型波纹管膜片是一个轴对称结构的圆

环薄壳单元，如图 1 所示。取单个膜片的半波剖面，

如图 2 所示。具有初始挠度圆环薄板的厚度为 h，

圆环薄板的内外半径分别为 c、a，圆弧波长为 2R，

膜片的外边界固定，内边界自由。圆环薄板的初始

挠度为 w0。单圆弧波纹膜片受到的介质压力认为是

均布载荷 q，将两个膜片之间的相互作用力处理为

单个膜片在自由端受到集中力 P ，集中力

P K X  ，其中 K 为膜片的刚度，X 为膜片的压缩

量。对图 3 所示的膜片力学模型的非线性大变形进

行计算。采用拟壳法将单圆弧波纹管膜片看作是具

有初始挠度的圆环薄板，建立柱坐标系：r 为径向

坐标；w 为挠度；Nr为径向薄膜力。 

 图 1  膜片的立体视图 

Fig.1  Spatial view of diaphragm 
f

 图 2  膜片的几何模型剖视图 

Fig.2  Cutaway view of diaphragm’s geometric model 

2 3 3

2

3
r

d d 0, 0
dd

w u w N
r rr

  

3 4
rr

( ) 0
d
d rN uN
r

 

1
1 d

0, 0
d
w

w
r

 

 (a) 1/4 膜片约束示意图 

 (b) 膜片横截面受力示意图 

图 3  膜片力学模型 

Fig.3  Mechanical model of diaphragm 

选取初始挠度： 
2
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单圆弧波纹管膜片轴对称结构受到的载荷为

轴对称，从而引起的变形是轴对称变形，单圆弧波

纹管膜片的基本方程组[22―23]： 
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式中，“ 1”和“ 2”为引入的两个关于 a 的阶

梯函数，分别为： 
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其中：E 为弹性模量；
3

212(1 )

Eh
D





，为泊松比；

0w 为初始挠度。 

其边界条件为： 

固定周边处， 
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式中： 1( ) 表示外部无初始挠度圆环薄板； 2( ) 表示

具有初始挠度的圆环薄板； 3( ) 表示内部无初始挠

度圆环薄板。 

为了计算方便，引入下列无量纲量： 
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将这些量代入方程组式(2)和方程组式(3)简化

可以得到如下的无量纲控制方程： 
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式中： 26(1 )   ， 1
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算子： 
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由无量纲表示的边界条件为： 

固定周边处， 
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连续处， 
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2  对基本方程求解 

单圆弧波纹管膜片的圆弧位于膜片中间部分，

采用拟壳法将膜片看作具有初始挠度的圆环薄板，

单圆弧膜片由部分组合而成，外部无初始挠度圆环

薄板、中间部分具有初始挠度的圆环薄板和内部无

初始挠度圆环薄板。利用修正迭代法[11]对膜片的挠

度 W 进行二次近似求解。 

2.1  外部无初始挠度圆环薄板的基本方程求解 

当 b/a≤x≤1 时，外部无初始挠度圆环薄板的

基本方程为： 
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利用修正迭代法对基本方程式(14)进行求解。 

对于一次近似，有： 
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由方程组式(15)一次近似求解可得到无量纲挠

度 1
1W 和无量纲薄膜力 1

1S 。 
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    。 

式中， 1g 、 2g 均为单圆弧波纹管膜片一次近似求

解中薄膜力 2
1S 表达式中的积分常数，它们由单圆弧

膜片的边界条件和连续性条件来确定。 

对于二次近似，有：
 

1 1
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将式(16)和式(17)代入式(18)求解出外部无初

始挠度圆环薄板的二次近似的大挠度
1
2W 。 

2.2  具有初始挠度的圆环薄板的基本方程求解 

当 d/a≤x≤b/a 时，具有初始挠度的圆环薄板的 

 

基本方程为： 
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  (19) 

利用修正迭代法对基本方程式(19)进行求解。 

对于一次近似，有： 
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(20) 

由方程组式(20)一次近似求解可得到无量纲挠

度 2
1W 和无量纲薄膜力 2

1S 。 
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式中， 3g 、 4g 均为单圆弧波纹管膜片一次近似求

解中薄膜力 2
1S 表达式中的积分常数，它们由单圆弧

膜片的边界条件和连续性条件来确定。 

对于二次近似，有： 

22 1
1 1 1

d d
( )

d d

W W
L x x Q S kx

x x
             

 (23) 

将式(21)和式(22)代入式(23)求解出具有初始

挠度的圆环薄板的二次近似的大挠度 2
2W 。 

2.3  内部无初始挠度圆环薄板的基本方程求解 

当 c/a≤x≤d/a 时，内部无初始挠度的圆环薄板

的基本方程为： 
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利用修正迭代法对基本方程式(24)进行求解。 

对于一次近似，有： 
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         (25) 

由方程组式(25)一次近似求解可得到无量纲挠

度 3
1W 和无量纲薄膜力 3

1S 。 

有解为： 
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式中， 5g 、 6g 均为单圆弧波纹管膜片一次近似求

解中薄膜力 3
1S 表达式中的积分常数，它们由单圆弧

膜片的边界条件和连续性条件来确定。 

对于二次近似，有： 
3 3

2 32 2
1 2 1 2

d d
( )

d d

W W
L x x Q S

x x
 

 
   

 
   (28) 

将式(26)和式(27)代入式(28)求解出内部无初

始挠度圆环薄板的二次近似的大挠度 3
2W 。 

3  数值计算和结果分析 

选取试验参数，波纹管材料的弹性模量

E=187 GPa，泊松比 μ=0.3，单圆弧膜片的外径为

a=37 mm，内径为 c=27 mm，膜片波长为 2R，膜

片的厚度均为 h=0.3 mm。由单圆弧波纹管膜片的

边界条件和连续性条件，通过对各级迭代方程进行

计算得到各级方程的积分常数。 

将上述数据代入文献[20]，可得到波纹环形板

在自由端处的载荷和挠度的关系式，选取圆弧的矢

高 f=0.25 mm，波长 2R=6 mm，膜片受到集中力 P

的作用。可得到文献[20]中对应的载荷和挠度的关

系式为： 
36595.747 440.458P w w   

通过计算可以得到单圆波纹管弧膜片在自由

端的载荷和挠度的关系式为： 
2 34879.809 840.703 566.937P w w w    

由文献[20]得到单圆弧波纹管膜片在自由端处

载荷与挠度的特征关系式和文中通过计算得到的

特征关系式对比如图 4 所示，可以看出本方法的结

果具有较好的精确性。 
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图 4  本文计算结果和文献[20]计算结果对比图 

Fig.4  Comparisons between the calculated results in this 

manuscript and those in Ref [20] 

由一次近似解可得到挠度与载荷的线性关系，

取圆弧部分膜片最大挠度处的挠度为 Wc，则有

W1=Wc。波纹管膜片圆弧部分在最大变形处发生小

挠度变形时，载荷和挠度呈现线性关系，则此时在
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波纹管膜片最大变形处挠度 Wc和载荷 Q0 的特征曲

线如图 5 所示。 
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(b) 复合荷载作用下的小挠度 

图 5  单圆弧波纹管膜片的小挠度平衡路径 

Fig.5  Balance path of small deflection for single arc bellows 

diaphragm 

图 5(a)给出波长固定(2R=6 mm)时，不同类型

的载荷作用在单圆弧波纹管膜片时膜片发生的线

性弯曲变形，图 5(b)给出膜片受到复合载荷(β1=1，

β2=1)时，不同波长的膜片发生的线性弯曲变形。 

由二次近似解可得到挠度与载荷的非线性线

性关系，取膜片圆弧部分发生最大变形处的挠度为

Wc，则有 W2=Wc。则波纹管膜片圆弧部分最大变形

处挠度 Wc和载荷 Q1 的关系如图 6 和图 7 所示。 

 

(a) 均布载荷下的大挠度 

 
(b) 集中力作用下的大挠度 
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(c) 复合载荷作用下的大挠度 

图 6  单圆弧膜片矢高变化下膜片的大挠度平衡路径 

Fig.6  Balance path of large deflection of single arc diaphragm 
under variation of vector height 

图6给出了单圆弧波纹管膜片在不同载荷作用下

圆弧最大变形处挠度的三次特征关系式的特征曲线，

反映了不同载荷和不同矢高作用下的弯曲情况。     

图6(a)~图6(c)在波长固定不变(2R=4 mm，2R=4 mm，

2R=6 mm)膜片承受均布载荷(β1=1，β2=0)、集中力

(β1=0，β2=1)和复合载荷(β1=1，β2=1)作用，增大波

纹管圆弧处的矢高，膜片的大挠度平衡路径发生变

化；当膜片无圆弧(f=0 mm)时,膜片受到载荷时越容

易发生变形；随着波纹管膜片圆弧矢高的增加

(f=0.25 mm，f=0.50 mm，f=0.75 mm)，膜片受到载荷

作用时使膜片发生的变形达到平衡路径越容易，膜

片的承载能越强；随着圆弧挠度的增加，膜片发生

变形所需要的载荷呈现较强的非线性增加。 

 
(a) 均布载荷下的大挠度 
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(b) 集中力作用下的大挠度 

 
(c) 复合载荷作用下的大挠度 

图 7  单圆弧膜片圆弧波长变化下膜片的大挠度平衡路径 

Fig.7  Balance path of large deflection of single arc diaphragm 

under variation of arc wavelength 

图7给出了单圆弧波纹管膜片在不同载荷作用

下圆弧最大变形处挠度的3次特征关系式的特征曲

线，反映了不同载荷和不同波长下的弯曲情况。  

图 7(a)~ 图 7(c) 在 矢 高 固 定 不 变 (f=0.75 mm ， 

f=0.75 mm，f=0.50 mm)膜片承受均布载荷(β1=1，

β2=0)、集中力(β1=0，β2=1)和复合载荷(β1=1，β2=1)

作用，增大波纹管圆弧的波长，膜片的大挠度平衡

路径发生变化；当膜片圆弧的波长(2R=4 mm)时，

膜片受到载荷时越容易发生变形；随着波纹管膜片

圆弧波长的增加(2R=4 mm，2R=6 mm，2R=8 mm)，

膜片受到载荷作用时使膜片发生的变形达到平衡

路径越容易，膜片的承载能越强；随着圆弧挠度的

增加，膜片发生变形所需要的载荷呈现较强的非线

性增加。 

4  结论 

(1) 用薄板理论研究了单圆弧波纹管膜片的非

线性大变形。在等效连续化方法的基础上，用拟壳

法将单圆弧膜片转化为连续的圆环薄板，用修正迭

代法对其进行了求解。 

(2) 随着单弧膜片的矢量高度的增加，膜片

的挠度非线性增大，随着单弧波纹管膜片的弧长

变长，膜片的挠度非线性增大。单圆弧波纹管膜

片中圆弧部分的初始挠度越大，膜片的承载能力

就会越强；圆弧部分波长越长，膜片的承载能力

就会越强。 

(3) 单圆弧波纹管膜片发生的变形不仅与膜片

本身具有的性质有关，而且与膜片的结构形状也有

关，合理地选择波纹管膜片的矢高和波长，可以优

化波纹管的设计，使干气密封的效果达到最佳。 
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