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（2. 摘 要：传统DLT（Direct Liner Transformation）方法利用3D点的投影成像模型求解PnP（Perspective-n-Point）问题，具

有效率高的特点。但由于其在求解过程中缺少附加的非线性约束条件，因此求解精度和稳定性不高。为提升DLT方法的精度

和稳定性，本文推导出了一种全新的点与点之间的投影成像模型，并以此模型为基础结合传统的3D点投影成像模型，提出了

具有鲁棒性的直接线性求解（Robust Direct Linear Transformation，RDLT）PnP问题方法。仿真实验和实际实验表明：RDLT

方法作为PnP问题的一种线性解，由于利用了点与点之间的约束条件，因此其求解精度和稳定性比得上现有非线性最优化的方

法，而计算效率则远高于这些方法。 
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A robust and linear solving method for Perspective-n-Point problem 

Wang Ping1, Zhou Xuefeng2, An Aimin1, He Qianyu1, Zhang Aihua1 

（1. College of Electrical and Information Engineering, Lanzhou University of Technology, Lanzhou 730050, China; 2. Guangdong 

Institute of Intelligent Manufacturing, Guangdong 510070, China) 

Abstract：Traditional direct liner transformation (DLT) method uses the projective imaging model of 3D points to solve the PnP 

(Perspective-n-Point) problem, which has high efficiency characteristic. However, the DLT method has low accuracy and stability 

because of lacking of additional nonlinear constraint conditions in the solving process. To improve the accuracy and stability of DLT 

method, a new projective imaging model of point-to-point is derived in this paper. Based on this model and combining traditional 

projective imaging model of 3D points, a robust direct linear transformation (RDLT) method is proposed to solve the PnP problem. 

The simulation and real experiments show that the RDLT method, as a linear solution to the PnP problem, offers the accuracy and 

stability comparable the existing non-linear optimization methods due to the use of constraint conditions of point-to-point, however its 

computational efficiency is much higher than that of those methods. 

Keywords：computer vison; PnP problem; pose measurement; linear solving 

0  引  言 

摄像机的绝对位姿估计是计算机视觉中需要解决

的一个关键核心问题，该问题描述为：在相机内参数

已知的情况下，通过 n 个空间特征点与其所对应的图

像点来估算摄像机的空间位置和姿态信息，即 PnP 问

题[1]。PnP 问题的解决可广泛应用于设备的姿态监测、

无人飞行器的视觉着陆/舰、航天器的交会对接、虚拟

现实和视觉 SLAM（Simultaneous Localization and 

Mapping）等[2-4]任务中。 

解决PnP问题的方法最初来源于相机标定方法，如

直接线性变换的（Direct Liner Transformation，DLT）

方法，利用共面图像之间单映性的（Homography，

HOMO）方法，Tsai的方法等[5,6]。这些方法直接利用

空间参考点和图像之间的映射关系建立线性方程组来

求解，因此效率非常高。但是，直接线性变换的方法

无法对4个参考点和5个参考点的情况（即P4P和P5P问

题）求解。Tsai无法对P4P问题求解，单映性的方法只

能对参考点共面的问题求解。除此之外，这些方法仅

仅利用了已知参考点和图像坐标之间的线性约束关系

进行求解，并没有考虑成像过程中的非线性约束关系

。因此，这些方法求解过程中涉及到的变量个数较多

，且求解过程容易受到噪声的干扰导致求解误差较大

。针对这些问题，后续有人提出了一些解决P4P和P5P

问题的方法[7,8]，取得了较好的效果。但这些方法仅针
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对4个或5个空间参考点的特殊情况，不具有通用性。 

由于线性求解PnP问题的方法精度、抗噪能力并不

好，因此有研究者提出基于迭代方式求解PnP问题的方

法[9]。迭代法相比于线性求解的方法，求解精度和稳定

性都要高很多。但迭代法对初值的选取比较敏感，如

果初值选择不合理，则整个迭代过程需要重复多次，

将消耗大量的时间。除此之外，由于迭代法不具有闭

合解，有陷入局部最优的危险，这将导致最终得到的

结果不是真实所求的位姿值。在空间参考点比较少的

情况下，迭代法的精度和稳定性都不令人满意。 

2009年，Lepetit提出了EPnP方法[10]，该方法是首

个采用非迭代思路优化求解PnP问题的方法，计算量相

比于之前的迭代方法要小很多。但EPnP在求解过程中

采用了线性化的策略，因此当空间参考点比较少的时

候，其求解精度较差，且抗噪能力不强。2011年，Hesch

提出了DLS方法[11]来求解PnP问题，该方法通过矩阵分

解和变换的方式将平移向量用旋转矩阵参数化，然后

使用CGR（Cayley-Gibbs-Rodriguez）参数表示旋转，

构建出仅含有3个未知变量的最优化问题。最后通过矩

阵合成的方法求解这个最优化问题得到最终的位姿参

数。但是，DLS方法的整个参数化过程较为复杂，需

要进行大量的矩阵分解和变换运算。除此之外，CGR

参数表示旋转容易在计算过程中带来奇异性问题，影

响位姿求解的精度和稳定性。2012年，Li提出了RPnP

方法[12]，该方法首先将空间参考点三个为一组进行分

组，然后利用P3P方法构建约束方程，最后通过求解多

项式的方式得到最终的位姿值。RPnP方法虽然性能优

异，但从原理上而言是一种次优化方法，没有从全局

优化的角度求解，因此精度还有进一步提高的空间。

2013年，Zhang提出了两种基于全局最优化思路求解的

方法（ASPnP方法[13]和OPnP方法[14]）。这两种方法都

是采用四元数来表示旋转，进而通过旋转参数化平移

向量，得到可以全局优化求解的多项式方程组。最后

通过Gröbner基的方法来求解多项式方程组，得到最终

的位姿值。由于采用了全局最优化的方式来求解PnP

问题，因此ASPnP方法和OPnP方法具有很高的求解精

度。2014年，Kneip提出了UPnP方法[15]，该方法不仅

能求解基于透视成像模型的PnP问题，也可以求解基于

通用相机模型[16]的PnP问题。2015年，Nakano提出了

optDLS的方法[17]，该方法通过对OPnP方法中的优化目

标函数添加新的约束条件，减少了OPnP算法求解过程

中解的个数。2018年，Wang等人通过改进RPnP算法，

提出了具有鲁棒性的SRPnP算法 [18]，该算法相比于

RPnP算法精度和稳定性更优。2020年，汪佳宝等通过

对空间参考点设置不同的权重系数，提出了迭代求解

的WIEPnP方法[19]，该方法的求解精度类似于OPnP方

法[14]和SRPnP[18]方法。 

到目前为止，各种解决PnP问题的方法都是以空间

单一点特征的成像模型为基础求解的。事实上，在PnP

问题中，除了空间单一的点可以提供成像约束信息外

，点与点之间也可以提供成像约束信息。然而，现有

的PnP算法研究中都未曾考虑点与点之间提供的成像

约束信息。为了提升线性求解PnP问题方法的精度和稳

定性，本文在单一点特征成像模型的基础上，推导得

到了点与点之间所提供的成像约束数学模型。并以此

模型为基础，基于传统线性求解PnP问题的思路，提出

了具有鲁棒性且能线性求解PnP问题的（RDLT，Robust 

Direct Linear Transformation）方法。仿真和实际验证

表明：RDLT虽然是一种线性求解PnP问题的方法，但

是由于考虑了点与点之间的成像约束关系，因此求解

精度和稳定性接近于（远高于传统线性求解方法）现

有非线性最优化的方法，而求解效率则远高于这些非

线性最优化的方法。 

1  PnP问题的表述 

 

图1 PnP问题的示意图 

Fig.1  Schematic diagram of the PnP problem 

 

相机的成像模型如图 1 所示，其中
c

O 为相机的光

心， f 为光心距离成像平面的距离（称为焦距），相机

光轴与成像平面相交于主点 ),(
00

vu 。假定空间中的某

一特征点在世界坐标系
wwww

ZYXO − 下的坐标表示为

i
P ，在相机坐标系

cccc
ZYXO − 下的表示为

i
C ，则

i
P 和

i
C 之间满足关系： 

nitRPC
ii

,...,2,1=+=            (1) 

其中 )3(SOR  为一个 3×3 的矩阵，表示相机坐标系和

世界坐标系之间的旋转； 3
Rt 为 3×1 的向量，表示相
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机坐标系和世界坐标系之间的平移。依据小孔成像模

型，
i

C 在图像平面上的投影为
i

p ，并且满足关系： 

niKCp
iii

,...,2,1==            (2) 

其中
i

 为深度因子，K 为相机内参数（通过标定获得）。 

PnP 的目标就是在相机内参数 K 已知的情况下，

利用空间参考点 },...,2,1,{ niP
i

= 和其所对应的图像投

影点 },...,2,1,{ nip
i

= 来计算相机坐标系和世界坐标系

之间的旋转 R 和平移 t 。式（2）两端左乘 1−
K ，将图

像坐标
i

p 归一化为
i

p
~ ，并将式（1）代入式（2）最终

得到用于求解 PnP 问题的透视成像模型： 

nitRPp
iii

,...,2,1
~

=+=            (3) 

为了后续算法的推导，令
i

p
~ ，

i
P ， R 和 t 的具体形式

分别为： T

iii
vup ]1,,[

~
= ， T

iiii
ZYXP ],,[= ， 





















=

963

852

741

rrr

rrr

rrr

R ， T

zyx
tttt ],,[= 。 

2  具有鲁棒性的PnP线性求解方法 

本部分首先简要介绍基于空间点特征成像模型，

即式（3），线性求解PnP问题的方法（传统DLT方法

）。然后推导出空间点和点之间提供的成像约束模型

，并基于此模型提出具有鲁棒性的PnP问题线性求解新

方法，即RDLT方法。 

2.1 直接线性求解（DLT）的方法 

传统的DLT方法仅利用了空间特征点和其图像投

影点之间的关系，即基于式（3）求解 R 和 t 。该方法

主要包括以下步骤： 

（a）将
i

p
~ ，

i
P ， R 和 t 的具体表示代入式（3）

，并利用式（3）的第三行消去前两行的深度因子
i

 ，

得到等式： 







=+−+−+−

=+−+−+−

izyiiiiiiiii

izxiiiiiiiii

vttvZrZrvYrYrvXrXr

uttuZrZruYrYruXrXr

986532

976431

 (4) 

实际应用中相机所拍摄的物体处必须处在镜头的前方

，因此式（4）中的 0
z

t 。式（4）两端同时除以
z

t ，

并令 9,...,2,1, == itrs
zii

，
zx

ttt =
1

，
zy

ttt =
2

。则可

以得到关于 T
ttssssssssss ],,,,,,,,,,[

21987654321
= 的线性

方程组： 

ii
BsA =               (5) 

其中： 
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（b）空间每一个特征点都满足式（5），对于空

间中的 n 个特征点，可以得到： 
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        (6) 

s 中含有11个未知数，当空间特征点数目 6n 时，可

采用最小二乘的方式求解得到： 

BAAAs
TT 1

)(
−

=               (7) 

（c）由于旋转矩阵 R 单位正交，因此有： 

1
2

3

2

2

2

1
=++ rrr               (8) 

将
z

trs
11

= ，
z

trs
22

= 和
z

trs
33

= 代入式（8），并结

合 0
z

t 的条件可以得到： 

2

3

2

2

2

1

1

sss

t
z

++

=               (9) 

将
z

t 代回 9,...,2,1, == itrs
zii

，
zx

ttt =
1

和
zy

ttt =
2

，

得到最终所需要的 R 和 t 。 

2.2 具有鲁棒性的线性求解（RDLT）方法 

本部分将具体推导出PnP问题中点和点之间的成像

约束模型，然后以此模型为基础并结合传统的点成像

模型，提出具有鲁棒性的PnP问题线性求解新方法（

RDLT方法）。 

 

图2 PnP问题中点对点的约束 

Fig. 2 The constraint of point-to-point in the PnP problem 



2.2.1 点和点之间的成像约束模型 

如图2中所示，
i

P ，
j

P 为空间的两特征点，其在相

机坐标系下的表示分别为
i

C 和
j

C 。相机光心
c

O ，
i

C 和

j
C 共同形成平面

jci
COC ，该平面在相机坐标系下的法

向量为
jiij

CCN = 。同理，
i

C 和
j

C 在图像上的投影
i

p

，
j

p 和
c

O 之间也形成一个平面
jci

pOp ，并且该平面和

jci
COC 是同一个平面。记平面

jci
pOp 的法向量为

jiij
ppn = ，则

ij
n 和

ij
N 之间满足平行关系： 

ijijij
Nn =                (10) 

其中
ij

 为比例因子。将
jiij

CCN = 代入式（10）有： 

jiijij
CCn =                (11) 

其中
i

C 和
j

C 可由
i

P 和
j

P 按照式（1）计算得到。将式

（1）代入式（11）可得： 

)()( tRPtRPn
jiijij
++=           (12) 

按照叉乘的运算规律，将式（12）展开，合并同类项

得到： 

ttPPRtPPRn
jijiijij

+−−= )()(        (13) 

在式（13）中，
ji

PP  表示在世界坐标系下形成平面

jwi
POP 的法向量，记为

ij
m ；
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PP − 表示世界坐标系下

的向量，记为
ij

q ； tt  的值为0。将以上条件代入，式

（13）最终变为： 

ijijijij
RqtRmn −=            (14) 

设 T

zyxij
qqqq ],,[= ，将 t 和 R 的具体表示形式代入

ij
Rqt  得到： 
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将 H 中的每一个分量都当作新的未知数，即令
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H ，其中 9,...,2,1, =ih
i

为未知数，则式

（14）最终变为： 

ijijijij
HqRmn −=            (15) 

式（15）就是本文推导得到的点和点之间的成像约束

模型。 

2.2.2 RDLT方法的推导 

对于空间中的 n 个特征点，随机两两组合，总共可

以得到 2)1( −= nnk 种可能。因此，在PnP问题的线性

求解中，除了可以利用式（5）提供的 n 个约束信息以

外，还可以利用式（15）额外提供的 k 个约束条件。

令式（15）中 T

zyxij
nnnn ],,[= ， T

zyxij
mmmm ],,[= ，将

ij
n ， R ，

ij
m ， H 和

ij
q 的具体形式代入式（15）展开

得到： 









−−−++=

−−−++=

−−−++=

zyxzyxzij

zyxzyxyij

zyxzyxxij

qhqhqhmrmrmrn

qhqhqhmrmrmrn

qhqhqhmrmrmrn

963963

852852

741741







   (16) 

将式（16）的第三行分别代入前两行消去
ij

 得到： 

0
97

64319

76431

=+−

+−+−−

+−+−

xzzz

xyzyxxzxxz

zzxyzyxxzx

nqhnqh

nqhnqhnqhnqhnmr

nmrnmrnmrnmrnmr

    (17) 
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0
98

65329

86532

=+−

+−+−−

+−+−

yzzz

yyzyyxzxyz

zzyyzyyxzx

nqhnqh

nqhnqhnqhnqhnmr

nmrnmrnmrnmrnmr

    (18) 

为了同时利用式（5）、式（17）和式（18）提供的约

束信息，首先在式（17）和式（18）两端除以
z

t ，并

令 9,...,2,1, == ithw
zii

。然后将式（5）中的变量 s 扩

充为： ,,,,,,,,,,,,,,,[
~

432121987654321
wwwwttssssssssss =  

T
wwwww ],,,,

98765
。则式（5）变为： 

ii
BsA =

~~
              (19) 

其中 









−−−

−−−
=





91

91

,1,0,,,0,,,0,,,0

,0,1,,0,,,0,,,0,~

0

0

iiiiiiiii

iiiiiiiii

i

vZZvYYvXX

uZZuYYuXX
A ，

91
0 表示 1 行 9 列的零向量，

i
B 和式（5）中的定义相

同。根据式（19），式（6）可以重新写为： 

BsA =
~~

               (20) 

其中 TT

n

TT
AAAA ]
~

,...,
~

,
~

[
~

21
= ， B 和式（6）中的定义相同。 

利用新定义的 s
~ 将式（17）和式（18）写为矩阵的形

式： 

ii
DsC =

~               (21) 

其中 T

i
D ]0,0[= 且有： 







−−−

−−−







−−−

−−−
=

yzzzyyzyyxzx

xzzzxyzyxxzx

yzzzyyzyyxzx

xzzzxyzyxxxx

i

nqnqnqnqnqnq

nqnqnqnqnqnq

nmnmnmnmnmnm

nmnmnmnmnmnm
C

,,0,,,0,,,0,0,0

,0,,,0,,,0,,0,0

,,,0,,,0,,,0

,,0,,,0,,,0,

。 

式（21）对于空间 k 个点与点的组合都满足，因此可

以得到： 

 

DsC

D

D

D

s

C

C

C

D

k

C

k

=

























=

























~~ 2

1

2

1


          (22) 

整合式（20）与式（22）可以得到： 

 

FsE
D

B
s

C

A

FE

=








=














~~

~

          (23) 

式（23）中不仅包含了单一点特征提供的成像约束信

息，而且还包含了点和点特征之间提供的成像约束信

息。 s
~ 中包含20个未知变量，当空间点数目 4n 时，

式（23）至少可以提供20个关于 s
~ 的等式。此时，采

用最小二乘法，可以求解得到 s
~ ： 

FEEEs
TT 1

)(
~ −
=              (24) 

从以上推导可以看出，本文的RDLT方法将线性求

解PnP问题的特征点数目从6降低到了4，这有效扩充了

线性可解PnP问题的范围。得到 s
~ 以后，提取其前11

个分量，可以得到含有比例因子的





















=

963

852

741

~

sss

sss

sss

R 和





















=

1

~
2

1

t

t

t ，其和真实的 R ， t 之间相差一个系数
z

t 。要

恢复真实的 R 和 t ，可以按照式（9）的方式先计算
z

t ，

然后再计算 R 和 t 。本文中为了保证恢复 R 和 t 时的稳

定性，采用绝对定向[20]的方式来计算，具体的步骤如

下： 

（a）将 R
~
和 t

~
代入式（1）得到 },...,2,1,{ niP

i
= 所

对应的 },...,2,1,{ niC
i

= ，利用式（25）分别计算其均值

p
U 和

c
U ： 


=

=

n

i

ip
P

n
U

1

1
     

=

=

n

i

ic
C

n
U

1

1
        (25) 

（b）计算 },...,2,1,{ niP
i

= 和 },...,2,1,{ niC
i

= 之间的

协方差矩阵：  

( )( )

Tn

i

cipiUP
UCUP

n
E 

=

−−=

1

1
         (26) 

（c）利用奇异值（SVD）分解的方式将
UP

E 分解

为U ， S 和V ，则 R 和 t 分别由式（27）得到：  

T
UVR =     

cp
RUUt −=         (27) 

3  仿真验证 

本部分通过仿真实验来测试本文提出的RDLT算

法。为了准确评估RDLT算法的各项性能，实验过程中

将会和各主流PnP算法进行对比。选择对比的算法主要



有： 

 DLT 方法[5]：传统线性求解 PnP 的方法，至少需

要空间 6 个点。 

 LHM 方法[9]：也称为正交迭代法，精度最好的迭

代法之一。 

 EPnP 方法[10]：效率非常高的非迭代求解 PnP 问

题的方法，通常在 6n 的情况下有较高的求解精

度，是综合性能最优秀的非迭代求解方法之一。 

 DLS 方法[11]：第一种采用矩阵合成技术最优化求

解 PnP 问题的方法。 

 RPnP 方法[12]：快速且具有鲁棒性的 PnP 求解方

法，在 64  n 和 6n 的情况都具有很高的求解

精度。 

 OPnP 方法[14]：将 PnP 问题转化为最优化问题，

通过 Gröbner 基方法求解。OPnP 方法具有很高的

求解精度和鲁棒性，其代表着目前求解 PnP 问题

的最高水平。 

 SRPnP方法[18]：RPnP方法的改进，其精度和OPnP

方法相当，但是效率远高于 OPnP 方法。 

论文中所有对比方法的源代码都可以从作者网站

https://sites.google.com/view/ping-wang-homepage 下

载。 

3.1 仿真数据的产生及误差的定义 

合成分辨率为 480640  像素的虚拟相机，该虚拟

相机的焦距 800=f 像素单位。三维空间参考点
i

C 在相

机坐标系下随机产生，其分布范围为［－2，2］m×［－

2，2］m×［4，8］m。利用随机生成的旋转矩阵
ture

R 和

平移向量
ture

t 将
i

C 转换到世界坐标系下，基于小孔成像

模型，将
i

C 投影到图像平面，并依据实验条件给投影

点增加不同等级的高斯白噪声。通过算法计算得到的

旋转矩阵和平移向量分别记为
ture

R 和
ture

t ，则计算值和

真值之间的误差表示为： 

100(%)

180
)(cosmax)(

,,

1

}3,2,1{


−

=

=
−



true

trueestimation

trans

estimationk

T

truek
k

rot

t

tt
e

rrdegreese


  (28) 

其中
truek

r
,

和
estimationk

r
,

分别表示
true

R 和
estimation

R 的第 k

列。值得注意的是，为了误差评估的方便性和一致性，

本论文中的误差定义采用已有工作[13,14,15,17,18]中的表

示形式。 

3.2 输入参考点数目对算法精度的影响 

固定输入白噪声的方差为2像素，然后通过改变参

考点数目从4到20来验证各PnP算法的求解精度，仿真

实验结果如图3所示。LHM作为一种迭代求解的方法，

在空间参考点数目较少的时候容易陷入局部最优，求

解误差较大。而在参考点较多的时候，由于有较多的

冗余信息可利用，能够计算得到全局最优值，因此求

解精度高。EPnP算法是一种使用潜在线性化策略的方

法，因此其整体求解精度不高。RPnP算法在参考点较

少和较多的时候都呈现出稳定的计算结果，但由于其

是一种次优化的方法，因此精度还有提升的空间。DLS

方法的中值求解精度很高，但平均求解精度反而较低

，主要原因是DLS方法中采用了CGR参数来参数化旋

转矩阵，计算时容易出现奇异现象，影响了算法整体

的稳定性。OPnP和SRPnP算法作为非线性最优化的方

法，具有很高的求解精度。DLT作为传统的线性求解

方法，由于利用的约束信息较少，因此精度较差。相

比之下，本文的RDLT算法不仅利用了单一的点成像约

束信息，而且还利用了点与点之间的成像约束信息，

因此在同样线性求解的情况下，取得了很高的求解精

度和稳定性。随着空间点数目 n 的增加，RDLT算法的

求解精度和稳定性几乎和非线性优化的方法相当。到

目前为止，在所有的PnP方法中，RDLT是首个采用了

线性求解策略，但求解精度却能够达到非线性优化方

式的方法。 

 

 

（a）点数目 n 变化时旋转误差的均值和中值 

(a) The mean and median of rotation errors when the number of points n 

varies 
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（b）点数目 n 变化时平移误差的均值和中值 

(b) The mean and median of translation errors when the number of 

points n varies 

图 3 点数目变化时所有算法的精度 

Fig. 3 The accuracies of all the methods when the number 

of points varies 

3.3 噪声对算法精度的影响 

固定空间输入参考点数目为 10，改变输入噪声的

方差从 0 到 5 像素（步进为 0.5 像素）来验证各 PnP

算法的求解精度，最终的实验结果如图 4 所示。可以

看出，随着输入噪声的增大，各 PnP 算法的求解精度

都在下降，并且噪声增加的等级和各算法求解精度之

间近似符合线性的分布关系。类似于 3.2 中的结论，

RDLT 虽然是一种线性求解 PnP 问题的方法，但是其

求解精度和非线性优化的方法（OPnP 和 SRPnP 方法）

几乎相当，并且远高于同样采用线性求解方式的 DLT

算法。 

 

（a）噪声水平变化时旋转误差的均值和中值 

(a) The mean and median of rotation errors when the noise level varies 

 

（b）噪声水平变化时平移误差的均值和中值 

(b) The mean and median of translation errors when the noise level 

varies 

图 4 噪声水平变化时所有算法的精度 

Fig. 4 The accuracies of all the methods when the noise 

level varies 

3.4 算法的运行效率 

改变输入参考点的数目从 4 到 500，在每个参考点

下各算法分别执行 1000 次，然后统计各算法的平均时

间，结果如图 5 中所示。LHM 因为是迭代求解的方法，

效率最低。EPnP 虽然是一种最优化求解的方法，但是

其求解过程中采用了线性化的策略，因此求解速度很

快。DLS 和 OPnP 都是采用矩阵合成技术求解的方法，

求解过程中需要花费较多的时间，求解效率较低。RPnP

算法虽然有较高的求解效率，但毕竟是一种次优化的

方法，精度上还有提升的空间。SRPnP 作为 RPnP 方

法的改进版本，具有很高的求解精度，但求解效率随

着空间点数目的变大急剧增加。DLT 作为传统线性求

解的方法，在所有对比的方法中具有最好的求解效率，

但其求解精度也对应是最差的。相比之下，本文提出

的 RDLT 方法，不仅求解效率高，而且求解精度接近

最优化求解的方法。本文的 RDLT 算法非常适合视觉

SLAM 等实际应用项目，这些应用不仅要求视觉位姿

测量算法具有较高的求解精度，而且还需要有较高的

求解效率。 

4  实物验证 

4.1 实验器材 

实验中的图像采集设备为大恒 MER-132-43U3C

相机，分辨率为 1292×964 像素，像元尺寸为 3.75 μm 。

相机内参数的标定采用张正友标定法[21]，标定中使用

的棋盘格靶标由氧化铝面板和玻璃基板材料定制加工

而成，其加工精度为 0.01mm，每个棋盘格的大小为

30mm。标定后的相机参数如表 1 中所列，其中
1

k 和
2

k

为相机镜头的径向畸变系数，
1

p 和
2

p 为相机镜头的切

向畸变系数。 

表1 相机标定的结果 

Table 1 Camera calibration result 

焦距 
x

f = 2225.36002, 
y

f = 2225.17837 

主点 (
x

C ,
y

C ) = (669.12275, 496.46005) 

畸变系数 
1

k = -0.10203，
2

k = 0.18486， 

1
p = 0.00055，

2
p = 0.00126 

 

（a）所有算法的平均运行时间分布 



（a）The distribution of average running time for all the methods 

 

（b）图（a）的放大 

（b）A zoomed-in version of Fig. 5 (a) 

图 5 所有算法的计算效率 

Fig. 5 The computational efficiency of all the methods 

4.2 实验步骤 

（1）利亚像素角点提取方法提取标定板上一定

范围内（如图 6 中青色标注范围）的角点； 

（2）从提取的角点中随机选择 10 个点，利用

这些点所对应的世界坐标和图像坐标求解相机和标

定板之间的位置和姿态关系； 

 
图 6 角点提取的范围 

Fig. 6 The region of corner extraction 

（3）利用求解得到的位姿关系将标定板上所有

角点对应的世界坐标重投影到图像上，并和亚像素

提取的角点求取绝对距离。PnP 算法求解得到的位

姿信息越准确，则重投影到图像平面上的角点和亚

像素提取的角点距离越小，反之亦然。为了量化各

PnP 算法的求解精度，定义亚像素提取的角点位置

为 T

ii
yx ],[ ，通过位姿关系重投影得到的角点位置为

T

ii
yx ]
~

,
~

[ ，则图像中提取角点和其重投影角点之间的

误差为： 


=

−+−=

n

i

iiiii
yyxx

1

22
)

~
()

~
(          (29) 

这里 n 表示提取角点的数目。对于以上步骤，重复

50 次，将这 50 次误差的均值 
=

=

50

150

1

i

i
 作为最终

指标来评价各 PnP 算法的求解精度； 

（4）采集 10 幅不同姿态和距离下的标定板图像，

采用各 PnP 算法计算每幅图像的投影误差均值  ，结

果如表 2 和图 7 中所示。在图 7 中，蓝色“o”表示随

机测试时选择的 10 个角点，红色“+”表示通过位姿

关系重投影得到的角点。 

表2 所有方法的均值和中值重投影误差（单位：像素） 

Table 2 The mean and median re-projection errors for all the methods 

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

LHM 
均值 107.23 90.95 180.05 190.43 62.32 25.32 36.12 17.77 151.31 50.60 

中值 104.90 88.86 156.07 157.31 59.33 24.85 15.89 7.18 116.41 15.11 

EPnP 
均值 6.64 4.01 8.31 9.76 6.44 3.44 8.26 7.56 7.98 10.04 

中值 6.38 3.62 7.29 9.56 6.32 3.38 7.99 7.08 7.92 9.23 

RPnP 
均值 6.32 3.46 4.14 7.18 5.81 4.20 4.83 5.86 3.77 6.94 

中值 6.38 3.10 4.16 6.95 5.75 3.94 4.38 5.38 3.25 6.20 

DLS 
均值 248.77 250.26 258.84 277.92 253.95 241.93 211.33 277.41 269.71 255.37 

中值 6.61 6.23 5.51 8.60 5.71 7.52 5.22 4.87 6.72 5.92 

OPnP 
均值 16.31 134.12 9.74 7.06 5.94 440.92 4.35 5.57 3.57 6.49 

中值 6.51 93.21 6.01 6.97 5.74 7.55 4.05 5.33 2.95 6.01 

SRPnP 
均值 5.65 2.98 3.95 7.06 5.67 3.11 3.99 5.24 3.03 6.11 

中值 5.63 2.97 4.02 6.97 5.72 3.18 3.96 5.11 3.01 6.09 
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HOMO 
均值 9.18 5.55 16.55 17.89 7.68 4.54 15.78 10.42 11.16 16.45 

中值 7.77 4.91 15.88 14.81 7.17 4.65 16.06 8.23 10.41 16.29 

RDLT 
均值 6.73 4.01 8.83 9.84 6.33 3.42 8.46 8.02 6.58 10.35 

中值 6.47 3.61 7.73 9.65 6.44 3.38 8.19 7.29 5.85 9.81 

从表 2 中可以看出，LHM 算法整体投影误差较

大，这是由于 LHM 算法容易陷入局部最优所导致

的。HOMO 作为 DLT 共面情况下的算法，当选择参

考点数目为 10 的时候，含有较多的冗余信息，因此

计算精度较高。EPnP 算法虽然是一种采用最优化技

术求解位姿的方法，但由于其求解过程中使用了线

性化的技术，虽然精度高于 HOMO 方法，但仍有提

升的空间。RPnP 是一种次优化求解的方法，求解过

程相对稳定，求解精度也相对较高。DLS、OPnP 和

SRPnP 都是从全局最优出发，非迭代非线性求解位

姿的方法，但是由于 DLS 求解过程中使用了 Cayley

参数的方式表示旋转矩阵，因此容易出现奇异值，

所以投影误差均值比较大。OPnP 方法仿真时的中值

和均值误差都较小，但实际测试中仅有投影误差中

值符合仿真时的规律，而投影误差均值却较大，这

是因为 OPnP 算法在求解变量的过程中需要利用较

为复杂的矩阵消去模板。在仿真测试中，测试数据

和噪声通常是比较理想的，因此利用消去矩阵模板

求解变量的过程是稳定的。但实际采集的数据中可

能会存在不稳定的噪声因素，这将导致利用消去矩

阵模板求解变量时得到不稳定的解，导致 OPnP 方

法的实际投影误差均值比较大。SRPnP 算法同样作

为一种最优化求解的方法，克服了 DLS 和 OPnP 算

法存在的缺点，因此求解过程稳定，投影误差中值

和均值都比较小。RDLT 作为一种线性求解的方法，

虽然在每组测试图像上的投影误差不是最小的，但

在所有测试的方法中整体误差相对偏小，结果分布

稳定。再考虑到 RDLT 算法优异的求解效率，可以

表明本文提出的 RDLT 算法非常适合实际的位姿测

量任务，特别是同时需要保障精度和效率的位姿测

量任务中。

(1) (2) (3) (4) (5)

(6) (7) (8) (9) (10)
 

图 7 任意旋转和平移下棋盘格的角点及其投影 



Fig. 7 Corners and its projections of a chessboard for arbitrary rotation and translation 

5  结论 

本文推导出了PnP问题中点与点之间所提供的成

像约束数学模型，并以此模型为基础，结合传统单一

的点成像模型，提出了具有鲁棒性的PnP问题线性求解

（RDLT）方法。仿真实验和实际实验表明，本文提出

的RDLT算法虽然是一种线性求解方法，但是由于考虑

了点与点之间的成像约束关系，因此求解精度和稳定

性接近于现有非线性最优化的方法，而求解效率则远

高于这些非线性最优化的方法。本文提出的RDLT方法

非常适合于对求解精度和求解速度都有较高要求的视

觉位姿测量场合。 
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