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摘  要：利用数值方法研究了双温离子、磁场、非均匀性和波的斜向传播对三维非线性尘埃声孤波振幅和宽

度的影响。运用约化摄动法得到描述三维非线性尘埃声孤波的非标准变系数 Korteweg-de Vries (KdV)方程。然后

把非标准变系数 KdV方程变为标准变系数 KdV方程，并且得到了此标准变系数 KdV方程的近似解析解。研究结

果表明，此系统中存在着两种形式的孤波，即压缩型孤波和稀疏型孤波，外部磁场对三维非线性尘埃声孤波的宽

度有影响，而对其振幅没有影响。此外，波的相速度与波的斜向传播和非均匀性有着非常紧密的联系。 
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1  引言 

尘埃等离子体广泛存在于星际云、彗星大气、

行星环、黄道光、电离层和磁层等空间环境[1~5]中。

尘埃等离子体是一种含有电子、离子和尘埃颗粒的

电离气体。与等离子体中其它荷电离子相比，尘埃

颗粒具有大质量和高的带负电量的特性，其荷质比

远远小于电子和离子的荷质比。因此，其运动行为

与其它带电离子也大不相同，其存在会显著影响等

离子体的集体行为并激发非常丰富的波动模式[如

尘埃声波(DAW) 、尘埃离子声波(DAIW)等[5]]、不

稳定性和大量奇特的新现象[6]。最近的研究表明，

非均匀性是尘埃等离子体的一个基本性质，并且非

均匀尘埃等离子体广泛存在于实验室和空间环境。

在氖直流辉光放电中，对尘埃密度扰动的实验和观

察表明，尘埃密度扰动的相速度沿着等离子体柱有

很大变化[7]。这些实验数据的数值分析已经指出绝

大部分等离子体平衡参数沿着放电管变化。 

大量的实验和理论研究表明，非均匀性对波的

传播有着非常重要的影响，不可忽略[8~11]。Shalini 

Bagchi研究了磁场对含有双温离子磁化热尘埃等离

子体中尘埃声孤波的影响，研究结果发现在此系统

中存在着压缩型孤波和稀疏型孤波[12]。谢等人研究

了具有电荷扰动时含有双温离子的尘埃等离子体

中小振幅和大振幅尘埃声孤波的特性[13]。研究表

明，双温离子的存在必须满足一个条件，即两种离

子的能量交换率 RE 远远小于系统的特征频率

2 2
pd d0 d d4π /n e z m  。其中， d0n 为未扰动的尘埃

颗粒的数密度； dz 为尘埃颗粒的带电量； dm 为尘

埃颗粒的质量。假设两种离子具有相同的质量和带

电量，但是一种离子具有比较低的温度Til，另一种

离子具有比较高的温度Tih。此外，离子温度满足的

关系为 il ih eT T T  。 2
R ith/E v ，其中 ithv   

ih i/T m ， 4 2
il0 i4π ln /n e m  ，库伦对数 ln  

10 ~ 15 ， il0n 为未扰动的低温离子数密度[13, 14]。
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此外，对于含有双温离子尘埃等离子体中非线性波

的研究大多数都集中于均匀一维情况，对于非均匀

尘埃等离子体中三维非线性波的研究非常少。研究

表明，一维波动不能够很好地解释低极光区域和较

高极光区域中的波[14]。对于高维的尘埃等离子体系

统，系统的各向异性会显著改变着波的结构和稳定

性。所以，含有双温离子的非均匀尘埃等离子体中

三维非线性波的研究非常重要。 

本文运用约化摄动法得到描述含有双温离子

磁化非均匀尘埃等离子体中三维尘埃声孤波的变

系数Korteweg-de Vries(KdV)方程，分别从理论和数

值上研究了双温离子、非均匀性、斜向传播以及外

部磁场对非均匀尘埃等离子体中三维孤波的影响。

研究结果表明，此系统中存在着压缩型孤波和稀疏

型孤波。非均匀性、斜向传播以及外部磁场对非均

匀尘埃等离子体中三维孤波有着不可忽略的影响。 

 

2  模型和基本方程 

非均匀尘埃等离子体由大质量带负电量的尘

埃颗粒、满足玻尔兹曼分布的电子、玻尔兹曼分布

的高温离子和低温离子四种成分组成。假定非均匀

和外部磁场沿x方向 0 0BB x ( 0x 为x方向的单位矢

量 )，无扰动时电中性条件为 il0 ih0( ) ( )n x n x  

d0 e0 ( )n n x  。其中 , d0n (认为是常数 )、 ih0 ( )n x  

[ il0 ( )n x ]、 e0 ( )n x 分别为无扰动的尘埃颗粒、高温(低

温)离子和电子的数密度。对尘埃声波，流体力学方

程组为： 
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式中， ( , , )u v wV ； ( , , )
x y z

  
 

  
。空间坐标，

时间和速度 V 分别用等离子体周期 1
pd = 

2 2
d d0 d04π (0) (0)m n Z e 、德拜长度 Dd d pdC  和

有 效 声 速 d d0 eff d(0)C Z T m { eff d0 d0 (0) /T Z n  

e0 e il0 il ih0 ih[ (0) / (0) / (0) / ]n T n T n T  ， eT 、 ihT ( ilT )分别

为电子、高温(低温)离子温度}无量纲化。尘埃颗

粒的数密度由 d0n 无量纲化。静电势由 effT e无量

纲化。 d e il ih, , ,n n n n 由 d0 (0)n 无量纲化。 

满足玻尔兹曼分布的电子，高温和低温离子密

度分别为： 

e e0 1( )exp( )n n x s                  (2) 

ih ih0 2( )exp( )n n x s                   (3) 

il il0 ( )exp( )n n x s                    (4) 

其 中 ， 1 il eT T  ， 2 il ihT T  ， eff il/s T T  

1 2 1 2 2 1( 1) / ( )          ， 1 il0 e0(0) / (0)n n  ，

2 ih0 e0(0) / (0)n n  。 

 
3  非线性方程的导出 

  在长波近似下，利用非均匀等离子体中的约化摄

动法[15, 16]推导出尘埃粒子所满足的非线性方程，坐

标伸展变换为： 
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上面的坐标变换适用于沿着零阶流体速度和场的

空间非均匀等离子体。式中，为描述非线性强度

的小参量； 0 ( )V x 为移动体系的速度； xl 、 yl  和 zl 分

别为波矢 k沿 x轴、 y轴 和 z 轴的方向余弦，于

是有 2 2 2
x y z 1l l l   。自变量的展开形式为： 
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将式(2)、(3)、(4)和(6)代入式(1)，并比较 各幂次
的系数，可得一阶近似为： 

x
1 1
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 ， 1 1n B ，
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         (7) 

式中， 1 e0 il0 2 ih0( ) ( ) ( )B s n x sn x s n x    。由式(7)

可以看出，波的相速度与双温离子、波的斜向传播

以及非均匀性有着密切的联系。 
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高次幂的连续性方程、x方向的动量方程和泊

松方程为： 
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式中，
21

2 2 2
e0 il0 ih0[ ( ) ( ) ( )] / 2C s n x n x n x    。利用

方程(7)和(8)消去 2n 、 2u 、 2v 、 2w 和 2 得到： 
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式中，系数 A、D、E分别为 20
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为描述含有双温离子的非均匀磁化尘埃等离子体

中三维非线性尘埃声孤波的非标准变系数KdV方

程。系数 A D、 分别为熟悉的非线性系数和色散系

数，系数 E为由非均匀性引起的。 

 

4  近似解 

式(9)的精确解很难给出，下面给出此方程的近

似 解 。 系数 E 与 非 均匀 性 有 关， 所 以 有

0
1 1 ( ) ( , )X X    ， 0 ' '

1 0
( ) exp[ ( d )]

X
X E X X   = 

1/2
0(1/ )V  。于是，式(9)变为标准的变系数KdV方程： 
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式中， ' 0
1A A 使 1  。为了得到方程(10)的近

似解对方程(10)作行波变换：即 0U X   ，考虑

到边界条件，当   时， 0,d d 0,     
2 2 d d 0,    所以式(10)的定态解[17]为：  

2
m 0sech [( ) / ]U X                 (11) 

波的振幅 m 和宽度 分别为： 

m 0
'3 /U A  ， 04 /D U           (12) 

其中， 0U 为被尘埃声速度无量纲化的波速，其值为

常量( 0 1U  )。 

     由系数 'A和 A的表达式以及式(12)可以看出，

孤波的振幅与双温离子的温度和数密度、非均匀

性、波的斜向传播 ( xl )有关而与磁场的大小( cd )

无关。由系数D的表达式和式(12)可以看出，波的

宽度与非均匀性、双温离子、波的斜向传播以及磁

场有关。 

 

5  数值结果和讨论 

     Gill[18]等人研究了含有双温离子的尘埃等离

子体中孤波的传播特性，但是没有考虑非均匀性和

磁场对非线性尘埃声孤波传播特性的影响。为了研

究含有双温离子的非均匀磁化尘埃等离子体中三

维非线性尘埃声孤波的传播特性，用数值方法求解

方程(12)。数值结果表明，低温离子的温度、高温

离子的温度、低温离子的数密度和高温离子的数密

度对三维尘埃声孤波特性的影响和一维情况的相

同，即压缩型孤波的振幅随着高温离子数密度的增

加而增加，但是随着低温离子数密度、高温离子和

低温离子的温度的增加而减小，稀疏型孤波的振幅

随着高温离子和低温离子数密度、高温离子和低温

离子的温度的增加而增加。对于孤波宽度来说，随

着高温离子数密度的增加而减小，但是随着低温离

子数密度、高温离子和低温离子的温度的增加而增

加。 

图1给出了尘埃声孤波的振幅随非均匀性和 xl

的变化情况。从图1中可以看出，此系统中存在着

稀疏型孤波( m 0  )和压缩型孤波( m 0  )，并且压

缩型孤波的振幅随着非均匀性的增强而减小且随

着 xl 的增大而增大，但是稀疏型孤波的振幅随非均

匀性和 xl 的变化是相反的，即随着非均匀性的增强

和 xl 的增大而减小。图2和图3给出了尘埃声孤波宽

度随非均匀性、 xl 和外部磁场的变化情况。 

由图2和图3可以看出，孤波的宽度随着非均匀

性和磁场的增强而增大，但是随着 xl 的增大而减

小。由以上讨论可知，和均匀情况相比考虑了非均

匀性以后，压缩型孤波的振幅增加了而稀疏型孤波

的振幅减小了。此外，非均匀性使孤波宽度增加。 
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图 1  尘埃声孤波的振幅随 X/L和 xl 的变化关系 

 

 

 
 

图 2  尘埃声孤波的宽度随 X/L和 xl 的变化关系 

 

 
 

图 3  尘埃声孤波的宽度随 X/L和 cd 的变化关系 

 

6  结论 

总之，本文从理论和数值上研究了双温离子、

外部磁场、非均匀性和斜向传播对尘埃等离子体中

三维非线性尘埃声孤波的影响。运用约化摄动法得

到描述含有双温离子的非均匀磁化尘埃等离子体中

三维非线性尘埃声孤波的非标准变系数KdV方程。

然后把非标准KdV方程变为标准变系数KdV方程，

并且得到了标准变系数KdV方程的近似解析解。由

此解析解可以看出，双温离子的温度和数密度、非

均匀性、波的斜向传播和磁场对三维非线性尘埃声

孤波的特性有很大的影响。外部磁场对三维非线性

尘埃声孤波的宽度有影响，而对其振幅没有影响。 
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Abstract: The effect two temperature ions, the magnetic field, the inhomogeneity and the oblique 

propagation of waves on the amplitude and the width of the three dimensional dust acoustic solitary waves are 
studied numerically. By using the reductive perturbation theory, a modified variable coefficients Korteweg-de 
Vries (KdV) equation is derived. The approximate analytical solution of standard variable coefficients KdV 
equation derived from modified variable coefficients KdV equation is obtained. The results show that both 
compressive and rarefactive solitary waves exist. The amplitude of solitary waves is independent of the external 
magnetized field, but the width of solitary waves is dependent of the external magnetized field. Moreover, the 
phase velocity of waves is dependent of the oblique propagation of waves and inhomogeneity. 
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