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摘要　基于Ｂｉｏｔ多孔介质波动模型，研究了非均匀饱和土层对平面Ｐ－ＳＶ波入射时的动力响

应．考虑饱和土地基的物理力学特性沿厚度方向连续变化，利用亥姆霍兹矢量分解原理和动

力刚度法，分析了平面入射Ｐ－ＳＶ波在非均匀饱和土层中的反射和透射，并给出了基岩表面

和自由表面处反射系数和透射系数的计算表达式．基于理论推导结果，数值分析了平面ＳＶ
波入射下非均匀饱和土自由场地的动力响应，其中假设饱和土地基的物理力学性质沿土层深

度按幂律梯度变化．数值结果表明，平面ＳＶ波入射所引起的地面位移与基岩位移之比均随

土层厚度和土体的非均匀程度、波的入射角和入射频率的增加而减小，且其竖向位移比的减

小更为显著，厚土层对地震波的耗散作用尤为明显．
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引言

自Ｂｉｏｔ（１９５６ａ，ｂ）建立了液饱和多孔介质的本构方程以来，地震波在非均匀饱和土中
的传播问题，已经在地震工程、岩土工程等多个领域得到了广泛关注．国内外众多研究者
为饱和土波动理论的完善和发展起到了重要的推动作用（陈龙珠等，１９８７；Ｃｏｒａｐｃｉｏｇｌｕ，

１９９１；王立忠，吴世明，１９９５；杨峻等，１９９６）．吴世明（１９９７）以弹性波基本理论为基础，作
了较为系统的理论研究，对深入研究土的动力特征具有重要的学术价值；门福录（１９８１）引
入准微观连续条件的概念，得到了液饱和多孔介质的动力学方程组；陈少林和廖振鹏
（２００２，２００３）将透射公式推广到考虑衰减波入射时的情形，分析了衰减波入射时两种极限
情形下反射系数的变化情况．Ｄｅｒｅｓｉｅｗｉｃｚ和Ｒｉｃｅ（１９６４）研究了地震波在液饱和土体界面
处的反射和透射问题；Ｓｔｏｌｌ和 Ｋａｎ（１９９１）求解了地震波在海洋沉积土界面处的反透射问
题，丰富了海洋领域的地震勘探资料；Ｓａｎｔｏｓ等（１９９２）导出了弹性波在液体与多孔介质交
界面上位移和能量的透射和反射系数，分析了黏滞修正系数的影响作用．乔文孝等
（１９９２）、杨峻和吴世明（１９９７）分析了波以任意角度由一种液饱和土层入射到另一种液饱和
土层时的反射和透射的结果；胡亚元等（１９９８）、赵成刚等（１９９９）和叶陈江等（２００５）讨论了
弹性波在弹性土与饱和土分界面的反射和透射问题．以往的研究多集中在单相介质（Ｗｏｌｆ，

１９８５）和均匀饱和多孔介质方面．而弹性波在非均匀饱和多孔介质分层界面上的动力问题
是波动理论的一个研究热点，在实际工程中有着非常广泛的应用，但目前研究较少．鉴于
此，本文将分析地震波从基岩处以任意角度入射，向上传播到非均匀饱和土中，并在土层
中反射和透射时所引起土体的动力特性．
动力刚度法的概念是由Ｋｏｌｏｕｓｅｋ（１９７３）提出的，多用于解决工程中的结构振动问题，

最早用于考察杆、梁及框架结构的动力响应（Ｋｏｌｏｕｓｅｋ，１９７３）．动力刚度法也称为精确方
法，只要建立了最初的位移场假设，就可以精确地求解运动微分方程，且不需要再引入其
它任何假设或近似．张引科等（２０００）用传递矩阵法处理了弹性饱和多孔介质半空间的动力
问题，分析指出传递矩阵法将边界上的应力和位移与介质内的应力和位移联系在一起，以
方便数值模拟．钟阳等（１９９５，２００３）、钟阳和赵晓雷（２００５）分别用传递矩阵法和刚度矩阵
法对弹性半空间的动力响应问题作了分析，研究表明刚度矩阵法可以克服传递矩阵法在数
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值计算中的缺陷，使计算更为精确．
本文将在Ｂｉｏｔ多孔介质理论的基础上，假设饱和土地基的物理力学性质沿土层深度按

幂律梯度变化，分析当平面Ｐ－ＳＶ波从基岩入射时上覆非均匀饱和土地基的动力响应问题．
理论推导出ＳＶ波在非均匀饱和土中反射和透射时所引起非均匀饱和土上表面与基岩上表
面位移比的计算表达式．通过给出具有实际意义的数值算例，探讨地震波的入射角和入射
频率对动力响应的影响，并分析非均匀饱和土的土层厚度和土体的非均匀性对地震波引起
的位移比的影响．

１　基本方程

图１为考虑饱和土的自由场地示意图．位于基岩上的饱和土覆盖层厚度为Ｈ，从基岩
入射的平面Ｐ波或ＳＶ波的入射角为θ，波幅为Ａｉ或Ｂｉ．

图１　非均匀饱和土地基模型示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｎｏｎ－
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ　ｓａｔｕｒａｔｅｄ　ｓｏｉｌ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ

１．１　两相多孔介质的控制方程及通解
根据Ｂｉｏｔ多孔介质理论，均匀、各向同性的

饱和土介质弹性波动方程为（Ｚｈｏｕ　ｅｔ　ａｌ，２０１３）

μ
２ｕ＋ｇｒａｄ［（μ＋λ＋α

２　Ｍ）ｅ］－
ｇｒａｄ（αＭζ）＝ρ̈ｕ＋ρｆ̈ｗ， （１）

ｇｒａｄ（αＭｅ－Ｍζ）＝ （ρｆ̈ｕ＋ｍ̈ｗ）＋ｂｗ，（２）
式中：ｕ和ｗ分别为固体骨架位移矢量和流体相
对于土骨架的位移矢量；ｅ＝ｕｉ，ｉ，ζ＝－ｗｉ，ｉ；

λ和μ为固体骨架拉梅弹性常数；ｂ＝η／ｋｆ，η为
流体黏滞系数，ｋｆ为渗透系数；α和Ｍ 为考虑两
相材料压缩性的Ｂｉｏｔ参数，α＝１－Ｋ／Ｋｓ，１／Ｍ
＝（α－ｎ）／Ｋｓ＋ｎ／Ｋｆ，其中Ｋ，Ｋｓ和Ｋｆ分别为
固体骨架、固体颗粒和孔隙流体的体积模量；

ｍ＝ρｆ／ｎ为与孔隙水的质量密度及孔隙几何特征

有关的参数；ρ＝（１－ｎ）ρｓ＋ｎρｆ为混合物介质的质量密度，其中ｎ为孔隙率，ρｓ和ρｆ分别
为固相和液相的密度．
根据亥姆霍兹矢量分解原理，位移矢量ｕ和ｗ可以用势函数φｕ，ψｕ 和φｗ，ψｗ 表示为

ｕ＝ φｕ＋×ψｕ，　·ψｕ ＝０，

ｗ＝ φｗ ＋×ψｗ，　·ψｗ ＝０｛ ．
（３）

假设饱和土层中位移势函数为

φｕ ＝φ１＋φ２，

φ１ ＝ ［ＡｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）＋ＡｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

φ２ ＝ ［ＡｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）＋ＡｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

φｗ ＝δＰ１（ＡｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）＋ＡｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］＋

　 　δＰ２（ＡｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）＋ＡｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

ψｕ ＝ ［Ｂｔｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｘ３）＋Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

ψｗ ＝δＳ［Ｂｔｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｘ３）＋Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ

烅

烄

烆 ）］，

（４）
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式中：ＡｔＰ１和ＡｒＰ１分别为透射Ｐ１ 波和反射Ｐ１ 波的波幅系数；ＡｔＰ２和ＡｒＰ２分别为透射Ｐ２ 波
和反射Ｐ２ 波的波幅系数；Ｂｔ和Ｂｒ分别为透射ＳＶ波和反射ＳＶ波的波幅系数；ｋ１＝ωｓｉｎθ／ｖ，
表示平面波在ｘ１ 方向的波数，ω＝２πｆ为圆频率，ｆ为地震波的入射频率；ｖ为平面波的传
播速度．其中

ｋ２３Ｐ１ ＝γ
２
１－ｋ２１，　ｋ２３Ｐ２ ＝γ

２
２－ｋ２１，　ｋ２３Ｓ＝γ２Ｓ－ｋ２１，

γ２１，２ ＝－β２± β
２
２－４β１β槡 ３

２β１
，　γ２Ｓ＝ －β３

μ（ｍω
２－ｉωｂ）

，

β１ ＝Ｍ（λ＋２μ），

β２ ＝－（λ＋２μ＋α
２　Ｍ）（ｍω２－ｉωｂ）＋２αＭω２ρｆ－Ｍω

２
ρ，

β３ ＝ω
２
ρ（ｍω

２－ｉωｂ）－ω４ρ
２
ｆ
，

δＰ１，Ｐ２ ＝
（λ＋２μ）γ

２
１，２＋ω２ρ－αω

２
ρｆ

α（ｍω２－ｉωｂ）－ω２ρｆ
，　δＳ＝－ ρｆω

２

ｍω２－ｉωｂ

烅

烄

烆
．

　　由于这里只考虑ｘ１ｏｘ３ 平面内的Ｐ－ＳＶ波，与ｘ２ 坐标无关，故可得饱和土的位移与应
力为

ｕ１ ＝ ｛ｉ　ｋ１［ＡｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）＋ＡｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）］＋ｉ　ｋ１［ＡｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）＋

　 　ＡｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）］－ｉ　ｋ３Ｓ［Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｘ３）－Ｂｔｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｘ３）］｝ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

ｕ３ ＝ ｛ｉ　ｋ３Ｐ１［ＡｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）－ＡｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）］＋ｉ　ｋ３Ｐ２［ＡｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）－

　 　ＡｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）］＋ｉ　ｋ１［Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｘ３）＋Ｂｔｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｘ３）］｝ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

ｗ３ ＝ ｛ｉ　ｋ３Ｐ１δＰ１［ＡｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）－ＡｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）］＋ｉ　ｋ３Ｐ２δＰ２［ＡｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）－

　 　ＡｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）］＋ｉ　ｋ１δＳ［Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｘ３）＋Ｂｔｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｘ３）］｝ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

ｐ＝ ｛（α＋δＰ１）γ
２
１Ｍ［ＡｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）＋ＡｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）］＋　　　　　　　 （５）

　 　（α＋δＰ２）γ
２
２Ｍ［ＡｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ２ｘ３）＋ＡｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ２ｘ３）］｝ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

σ３３ ＝ ｛ξ１［ＡｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）＋ＡｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）］＋ξ２［ＡｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）＋

　 　ＡｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）－２μｋ１ｋ３Ｓ［Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｘ３）－

　 　Ｂｔｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｘ３）］｝ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

σ１３ ＝ ｛－２μｋ１ｋ３Ｐ１［ＡｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）－ＡｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｘ３）］－２μｋ１ｋ３Ｐ２·

　 　［ＡｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）－ＡｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｘ３）］＋μ（ｋ
２
３Ｓ－ｋ２１）［Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｘ３）＋

　 　Ｂｔｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｘ３）］｝ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ

烅

烄

烆 ）］，

式中，

　　　　ξ１＝－２μｋ
２
３Ｓ－γ２１（λ＋α２　Ｍ＋αＭδＰ１），　ξ２＝－２μｋ

２
３Ｐ２－γ

２
２（λ＋α２　Ｍ＋αＭδＰ２）．

１．２　单相固体介质的控制方程及通解
将基岩视为单相固体弹性介质，类似于对饱和土的推导过程．假设位移势函数为

φｂ＝ ［Ａｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）＋Ａｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

ψｂ＝ ［Ｂｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）＋Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ｛ ）］，
（６）

式中：φｂ和ψｂ分别为基岩中波的标量势函数和矢量势函数；Ａｉ和Ａｒ分别为入射Ｐ波和反
射Ｐ波的波幅系数；Ｂｉ和Ｂｒ分别为入射ＳＶ波和反射ＳＶ波的波幅系数；ｋ３ｂＰ＝ωｃｏｓθ／ｖＰ，
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ｖＰ 为入射Ｐ波的波速；ｋ３ｂＳ＝ωｃｏｓθ／ｖＳ，ｖＳ为入射ＳＶ波的波速．
　　基岩的位移与应力分别为

ｕｂ１（ｘ１，ｘ３）＝ｉ　ｋ１［Ａｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）＋Ａｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］－
　 　ｉ　ｋ３ｂＳ［－Ｂｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）＋Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

ｕｂ３（ｘ１，ｘ３）＝ｉ　ｋ３ｂＰ［－Ａｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）＋Ａｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］＋
　 　ｉ　ｋ１［Ｂｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）＋Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

σｂ３３ ＝ ｛－［λｂ（ｋ２１＋ｋ２３ｂＰ）＋２μｂｋ
２
３ｂＰ］［Ａｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）＋Ａｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）］－

　 　２μｂｋ１ｋ３ｂＰ［Ｂｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）＋Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）］｝ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］，

σｂ１３ ＝ ｛－２μｂｋ１ｋ３ｂＰ［Ａｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）－Ａｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＰｘ３）］＋μｂ（ｋ
２
３ｂＰ－ｋ２１）

　 　［Ｂｉｅｘｐ（－ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）＋Ｂｒｅｘｐ（ｉ　ｋ３ｂＳｘ３）］｝ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ

烅

烄

烆 ）］，

（７）

式中，ｕｂ为基岩的位移矢量．

２　饱和土自由场地响应

土层在沉积过程中，由于受不同的环境、地理和气候等条件的影响，导致土体特性沿
土层深度表现出明显的差别．而对于层厚较大的同一类土，这一沿着地层深度的非均匀特
性尤为突出．介质材料的非均匀特性，导致以此介质材料为研究对象的问题的控制方程变

图２　非均匀饱和土层合模型

Ｆｉｇ．２　Ｌａｍｉｎａｔｅ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｎｏｎ－
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ　ｓａｔｕｒａｔｅｄ　ｓｏｉｌ

得比较复杂，通常情况下采用变系数的偏微分方
程组，很难获得相应的解析解答．因此，在土体的
厚度方向上，将非均匀饱和土层简化为许多均匀的
饱和土薄层，如图２所示．所简化的土层层数Ｎ 的
多少根据问题的精度要求来决定．图中给出了第ｊ
层中Ｐ１ 波、Ｐ２ 波和ＳＶ波的反射和透射．
２．１　传递矩阵
令Ｐ＝ｋ３Ｐ１ｘ３，Ｑ＝ｋ３Ｐ２ｘ３，Ｒ＝ｋ３Ｓｘ３，将式（５）

整理得到：

Ｕ（ｊ）＝Ｆ（ｊ）Ａ（ｊ）ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］， （８）

式中，上标ｊ表示第ｊ层的饱和土．其中，

Ｆ（ｊ）＝

ｉ　ｋ１ｃｏｓ　Ｐ －ｋ１ｓｉｎＰ　 ｉ　ｋ１ｃｏｓ　Ｑ －ｋ１ｓｉｎＱ －ｉ　ｋ３Ｓｃｏｓ　Ｒ　 ｋ３ＳｓｉｎＲ

－ｋ３Ｐ１ｓｉｎＰ　 ｉ　ｋ３Ｐ１ｃｏｓ　Ｐ －ｋ３Ｐ２ｓｉｎＱ　 ｉ　ｋ３Ｐ２ｃｏｓ　Ｑ －ｋ１ｓｉｎＲ　 ｉ　ｋ１ｃｏｓ　Ｒ

－ｋ３Ｐ１δＰ１ｓｉｎＰ　 ｉ　ｋ３Ｐ１δＰ１ｃｏｓ　Ｐ －ｋ３Ｐ２δＰ２ｓｉｎＱ　 ｉ　ｋ３Ｐ２δＰ２ｃｏｓ　Ｑ －ｋ１δＳｓｉｎＲ　 ｉ　ｋ１δＳｃｏｓ　Ｒ

（α＋δＰ１）γ
２
１Ｍｃｏｓ　Ｐ　ｉ（α＋δＰ１）γ

２
１ＭｓｉｎＰ （α＋δＰ２）γ

２
２Ｍｃｏｓ　Ｑ　ｉ（α＋δＰ２）γ

２
２ＭｓｉｎＱ 　　０ 　　０

ξ１ｃｏｓ　Ｐ　 ｉξ１ｓｉｎＰ ξ２ｃｏｓ　Ｑ　 ｉξ２ｓｉｎＱ －２μｋ１ｋ３Ｓｃｏｓ　Ｒ －２ｉμｋ１ｋ３ＳｓｉｎＲ

－２ｉμｋ１ｋ３Ｐ１ｓｉｎＰ －２μｋ１ｋ３Ｐ１ｃｏｓ　Ｐ －２ｉμｋ１ｋ３Ｐ２ｓｉｎＱ －２μｋ１ｋ３Ｐ２ｃｏｓ　Ｑ　 ｉμ（ｋ２３Ｓ－ｋ２１）ｓｉｎＲ μ（ｋ２３Ｓ－ｋ２１）ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅Ｒ

，

Ａ（ｊ）＝ ［Ａ
（ｊ）
ｒＰ１＋Ａ（ｊ）

ｔＰ１ Ａ（ｊ）
ｒＰ１－Ａ

（ｊ）
ｔＰ１ Ａ（ｊ）

ｒＰ２＋Ａ
（ｊ）
ｔＰ２ Ａ（ｊ）

ｒＰ２－Ａ
（ｊ）
ｔＰ２ Ｂ（ｊ）

ｒ －Ｂ（ｊ）
ｔ Ｂ（ｊ）

ｒ ＋Ｂ（ｊ）
ｔ ］Ｔ，

Ｕ（ｊ）＝ ［ｕ（ｊ）１ ｕ（ｊ）３ ｗ（ｊ）
３ ｐ（ｊ） σ（ｊ）３３ σ（ｊ）１３］Ｔ．

　　显然，式（８）对于第ｊ层中介于０—ｈｊ的任何深度都成立．此外，如果取ｘ３＝０，则可得
第ｊ层顶面上的位移分量．由于分界面处存在位移与应力的连续性条件，则第ｊ层顶面上
的位移分量等于第ｊ－１层底面的对应量．用下标Ｂ表示底面，Ｔ表示顶面．当ｘ３＝０时，
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Ｐ＝０，Ｑ＝０，Ｒ＝０，容易得出此时的Ｆ（ｊ）矩阵，记为Ｆ（ｊ）０ ．其逆矩阵记为ｆ（ｊ）０ ，即第ｊ－１层
底面上的位移与应力分量值可表示为

Ｕ（ｊ－１）
Ｂ ＝Ｆ（ｊ）０ Ａ（ｊ）ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］． （９）

式（９）左右两边同时左乘ｆ（ｊ）０ ，代入式（８）中，可建立起第ｊ－１层底面与第ｊ层的位移分量
之间的关系，即

Ｕ（ｊ）＝Ｆ（ｊ）ｆ（ｊ）０Ｕ（ｊ－１）
Ｂ ． （１０）

　　矩阵Ｆ（ｊ）和ｆ（ｊ）０ 中各元素均为地震波在第ｊ层介质传播时的纵波速度、横波速度、土
层厚度和入射角的函数，代表了波在该层介质中传播时的物理特征．令Ｇ（ｊ）＝Ｆ（ｊ）ｆ（ｊ）０ ，则
矩阵Ｇ（ｊ）可称为第ｊ层的层矩阵．当ｘ３＝ｈｊ时，则有Ｇ（ｊ）ｈｊ ＝Ｆ

（ｊ）
ｈｊｆ

（ｊ）
０ ，结合式（１０）有

Ｕ（ｊ）
Ｂ ＝Ｇ（ｊ）ｈｊＵ

（ｊ－１）
Ｂ ． （１１）

　　根据第Ｎ－１层底面与第Ｎ 层顶面的位移与应力分别相等的边界条件，递推得到第Ｎ
层介质顶面附近的位移和应力与第一层底面的位移和应力之间的关系为

ＵＮ
Ｔ ＝ＭＵ１Ｂ， （１２）

式中，Ｍ＝ ∏
２

ｍ＝Ｎ－１
Ｇ（ｍ）ｈｍ ＝Ｇ

（Ｎ－１）
ｈＮ－１ Ｇ

（Ｎ－２）
ｈＮ－２

…Ｇ（２）ｈ２ ．设Ｈ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ｈｊ，ｈｊ为第ｊ层的厚度．

将第一层层底与层顶的位移与应力的关系式，结合第Ｎ 层层顶的位移与应力的关系
式带入式（１２）中可得

Ｆ（Ｎ）０ ＡＮ ＝ＭＦ（１）
ｈ１Ａ

１． （１３）

令ａ＝Ｆ（Ｎ）０ Ｙ，ｂ＝ＭＦ（１）
ｈ１Ｙ，Ｙ为构造矩阵，

Ｙ＝

１　 １　 ０　 ０　 ０　 ０
１ －１　０　 ０　 ０　 ０
０　 ０　 １　 １　 ０　 ０
０　 ０　 １ －１　０　 ０
０　 ０　 ０　 ０　 １ －１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １ １

，

则式（１３）可简化为

ａＸＮ ＝ｂＸ１， （１４）
其中，

Ｘ１＝［Ａ
（１）
ｒＰ１ Ａ（１）ｔＰ１ Ａ（１）ｒＰ２ Ａ（１）ｔＰ２ Ｂ（１）ｒ Ｂ（１）ｔ ］Ｔ，ＸＮ＝［Ａ

（Ｎ）
ｒＰ１ Ａ（Ｎ）ｔＰ１ Ａ（Ｎ）ｒＰ２ Ａ（Ｎ）ｔＰ２ Ｂ（Ｎ）ｒ Ｂ（Ｎ）ｔ ］Ｔ．

２．２　边界面条件
在自由表面处，σ３３＝σ１３＝ｐ＝０，即

σ３３ ＝ ［ξ１（Ａ
（１）
ｒＰ１＋Ａ

（１）
ｔＰ１
）＋ξ２（Ａ

（１）
ｒＰ２＋Ａ

（１）
ｔＰ２
）－２μｋ１ｋ３Ｓ（Ｂ

（１）
ｒ －Ｂ（１）

ｔ ）］·

　　　ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］＝０，

σ１３ ＝－μ［２ｋ１ｋ３Ｐ１（Ａ
（１）
ｒＰ１－Ａ

（１）
ｔＰ１
）＋２ｋ１ｋ３Ｐ２（Ａ

（１）
ｒＰ２－Ａ

（１）
ｔＰ２
）－

　　（ｋ２３Ｓ－ｋ２１）（Ｂ（１）
ｒ ＋Ｂ（１）

ｔ ）］ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］＝０，

ｐ＝ ［Ｍ（α＋δＰ１）γ
２
１（Ａ（１）

ｒＰ１＋Ａ
（１）
ｔＰ１
）＋Ｍ（α＋δＰ２）γ

２
２（Ａ（１）

ｒＰ２＋Ａ
（１）
ｔＰ２
）］·

　　ｅｘｐ［ｉ（ｋ１ｘ１－ωｔ）］＝０

烅

烄

烆 ．

（１５）
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在第Ｎ 层土与基岩交界面处，ｕｂ１＝ｕ１，ｕｂ３＝ｕ３，σｂ３３＝σ３３，σｂ１３＝σ１３，ｗ３＝０，即

ｉ　ｋ１（Ａｉ＋Ａｒ）－ｉ　ｋ３ｂＳ（－Ｂｉ＋Ｂｒ）＝ｉ　ｋ１［Ａ（Ｎ）
ｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）＋Ａ

（Ｎ）
ｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）］＋

　　ｉ　ｋ１［Ａ（Ｎ）
ｒＰ２ｅ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）＋Ａ

（Ｎ）
ｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）］－ｉ　ｋ３Ｓ［Ｂ

（Ｎ）
ｒ ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｈ）－

　　Ｂ（Ｎ）
ｔ ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｈ）］，

ｉ　ｋ３ｂＰ（－Ａｉ＋Ａｒ）＋ｉ　ｋ１（Ｂｉ＋Ｂｒ）＝ｉ　ｋ３Ｐ１［Ａ
（Ｎ）
ｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）－Ａ

（Ｎ）
ｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）］＋

　　ｉ　ｋ３Ｐ２［Ａ
（Ｎ）
ｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）－Ａ

（Ｎ）
ｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）］＋ｉ　ｋ１［Ｂ

（Ｎ）
ｒ ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｈ）＋

　　Ｂ（Ｎ）
ｔ ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｈ）］，

－［λｂ（ｋ２１＋ｋ２３ｂＰ）＋２μｂｋ
２
３ｂＰ］（Ａｉ＋Ａｒ）－２μｂｋ１ｋ３ｂＳ（Ｂｉ＋Ｂｒ）＝ξ２［Ａ

（Ｎ）
ｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）＋

　　Ａ（Ｎ）
ｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）］＋ξ２［Ａ

（Ｎ）
ｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）＋Ａ

（Ｎ）
ｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）］－

　　２μｋ１ｋ３Ｓ［Ｂ
（Ｎ）
ｒ ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｈ）－Ｂ（Ｎ）

ｔ ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｈ）］，　　 　 （１６）

－２μｂｋ１ｋ３ｂＰ（Ａｒ－Ａｉ）＋μｂ（ｋ
２
３ｂＰ－ｋ２１）（Ｂｉ＋Ｂｒ）＝－２μｋ１ｋ３Ｐ１［Ａ

（Ｎ）
ｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）－

　　Ａ（Ｎ）
ｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）］－２μｋ１ｋ３Ｐ２［Ａ

（Ｎ）
ｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）－Ａ

（Ｎ）
ｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）］＋

　　μ（ｋ
２
３Ｓ－ｋ２１）［Ｂ（Ｎ）

ｒ ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｈ）＋Ｂ（Ｎ）
ｔ ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｈ）］，

ｉ　ｋ３Ｐ１δＰ１［Ａ
（Ｎ）
ｒＰ１ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）－Ａ

（Ｎ）
ｔＰ１ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ１ｈ）］＋ｉ　ｋ３Ｐ２δＰ２［Ａ

（Ｎ）
ｒＰ２ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）－

　　Ａ（Ｎ）
ｔＰ２ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｐ２ｈ）］＋ｉ　ｋ１δＳ［Ｂ

（Ｎ）
ｒ ｅｘｐ（ｉ　ｋ３Ｓｈ）＋Ｂ（Ｎ）

ｔ ｅｘｐ（－ｉ　ｋ３Ｓｈ）］＝０

烅

烄

烆 ．

　　结合式（１４）、（１５）和（１６）建立线性方程组：

ＣＸ ＝Ｄ， （１７）

式中，

Ｃ＝［ｃｉｊ］１４×１４，　Ｄ＝［ｄｉｊ］１４×１，

Ｘ＝［Ａ（１）
ｒＰ１ Ａ

（１）
ｔＰ１ Ａ

（１）
ｒＰ２ Ａ

（１）
ｔＰ２ Ｂ

（１）
ｒ Ｂ（１）ｔ Ａ（Ｎ）

ｒＰ１ Ａ（Ｎ）
ｔＰ１ Ａ（Ｎ）

ｒＰ２ Ａ（Ｎ）
ｔＰ２ Ｂ（Ｎ）

ｒ Ｂ（Ｎ）
ｔ Ａｒ Ｂｒ］Ｔ．

求解式（１７），可获得第一层、第Ｎ 层和基岩中的未知波幅系数．将所求的波幅系数带
入式（５）和式（７）中，取ｘ３＝０，即可求得饱和土体上表面与基岩顶面的位移比值．由于文
中无法得到解析解，只能求得数值解，故在以下算例中均采用 Ｍａｔｌａｂ编程进行数值计算．

３　数值算例分析

３．１　非均匀饱和土材料性质
假设饱和土层的孔隙率沿厚度方向按幂函数形式连续变化（Ｚｈｏｕ　ｅｔ　ａｌ，２０１３），即

ｎ（ｘ３）＝ ［ｎ（０）－ｎ（Ｈ）］
Ｈ－ｘ３（ ）Ｈ

γ
＋ｎ（Ｈ）， （１８）

式中：γ表示梯度因子，不同的γ值代表非均匀程度不同的多孔介质；Ｈ 为上覆非均匀饱
和土的厚度．算例中取上表面处（ｘ３＝０）的孔隙率为ｎ（０）＝ｎ０＝０．４５，仿照 Ｗａｎｇ等
（２０１３）取值方法，其它物理力学参数取值分别为λ０＝４．４３×１０７　Ｎ／ｍ２，μ０＝２．７０×１０

７　Ｎ／ｍ２，

α＝１，ρ０＝２　１００ｋｇ／ｍ
３，Ｍ０＝４．９６７×１０９　Ｎ／ｍ２，ρｆ０＝１　０００ｋｇ／ｍ

３，ｋｆ０＝６×１０－４　ｃｍ／ｓ，

ｎ０＝０．４５．下表面处（ｘ３＝Ｈ）的孔隙率为ｎ（Ｈ）＝０．２５．
此外假设饱和土的物理力学性质与孔隙率ｎ的关系（Ｚｈｏｕ　ｅｔ　ａｌ，２０１３）为

ｋｆ＝ｋｆ０ ｎｎ（ ）０ κ，　Ｇ（ｎ）＝Ｇ０ １－ｎ１－ｎ（ ）０ κ， （１９）
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式中：κ为土体物理力学性质随孔隙率变化的指数；Ｇ为饱和土体的ρ，λ，μ，α和Ｍ 等物
理力学参数；ｎ０，ｋｆ０和Ｇ０ 为饱和土体上表面处孔隙率以及相应的物理力学参数值．选取基
岩的材料参数分别为λｂ＝２．０５９×１０９　Ｎ／ｍ２，μｂ＝１．４２７×１０

９　Ｎ／ｍ２，ρｂ＝２　４６０ｋｇ／ｍ
３．

３．２　方法的有效性
取非均匀参数γ＝０，将非均匀地基退化为单层均质地基．考虑ＳＶ波水平入射的情

形，与 Ｗｏｌｆ（１９８５）中具有相同求解条件的单相介质的解答进行比较，如图３所示．可以看
出，两者结果基本一致．

图３　本文与 Ｗｏｌｆ（１９８５）关于水平向位移比（ａ）和竖向位移比（ｂ）的对比

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒａｔｉｏ（ａ）ａｎｄ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｒａｔｉｏ（ｂ）ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ａｎｄ　Ｗｏｌｆ（１９８５）

３．３　数值模拟结果
本文中仅考虑平面ＳＶ波入射的情形，即入射Ｐ波的波幅Ａｉ＝０．选取参数γ＝１，

κ＝１，Ｈ＝２０ｍ．通过试算，选取分层数Ｎ＝１００可满足精度要求．
图４给出了在不同频率的ＳＶ波作用下，位移比随入射角的变化曲线．图５和图６分

别给出了不同入射角时，位移比与上覆饱和土层厚度以及入射波频率的关系曲线．可以看
出，地面位移相对于基岩位移随入射角和土层层厚的增加呈减小的趋势，竖向位移的减小
幅度相对较大，并且位移比也随频率的增加而减小．图５横坐标珨Ｈ 为无量纲化土层厚度，

珨Ｈ＝Ｈ μｂ／ρ槡 ｂ／２πｆ；图３，６，７横坐标珔ω为无量纲化频率，珔ω＝２πｆＨ／ μｂ／ρ槡 ｂ．

图４　水平向位移比（ａ）和竖向位移比（ｂ）随入射角的变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒａｔｉｏ（ａ）ａｎｄ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒａｔｉｏ（ｂ）ｗｉｔｈ　ｉｎｃｉｄｅｎｔ　ａｎｇｌｅ

　　为了分析土体非均匀性对自由场地动力响应的影响，图７给出了不同非均匀指数情形
下，位移比与频率的变化曲线．可以看出，位移比随频率的增加大体呈减小趋势，与图４
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图５　水平向位移比（ａ）和竖向位移比（ｂ）随土层厚度的变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒａｔｉｏ（ａ）ａｎｄ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｒａｔｉｏ（ｂ）ｗｉｔｈ　ｓｏｉｌ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

图６　水平向位移比（ａ）和竖向位移比（ｂ）随频率的变化曲线

Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒａｔｉｏ（ａ）ａｎｄ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒａｔｉｏ（ｂ）ｗｉｔｈ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

图７　非均匀指数不同时水平向位移比（ａ）和竖向位移比（ｂ）随频率的变化曲线

Ｆｉｇ．７　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒａｔｉｏ（ａ）ａｎｄ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｒａｔｉｏ（ｂ）ｗｉｔｈ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｉｔｙ　ｉｎｄｉｃｅｓ

中所得结论一致．随着非均匀指数的增大，竖向位移比和水平向位移比的最大值将减小．

４　讨论与结论

基于Ｂｉｏｔ多孔介质模型，应用动力刚度法研究了平面Ｐ－ＳＶ波入射时所引起的非均匀
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饱和土自由场地的响应，数值分析了ＳＶ波入射时，位移比与频率、入射角、上覆非均匀饱
和土层厚度以及非均匀指数之间的关系，结果表明：

１）动力刚度法对于求解非均匀饱和土中地震波的传播具有很好的适用性，其求解简
单方便、易于理解、便于编程，并且具有较高的求解精度．
２）平面Ｐ－ＳＶ波的入射角、频率以及土体的非均匀性对饱和土层的动力响应有很大的
影响，与均质土地基相比具有明显不同的特性．
３）随着土层厚度的增加，地面的动力响应逐渐减小并趋于零，表明厚土层对地震波的
耗散作用尤为明显；地面位移与基岩位移之比均随饱和土的非均匀指数、地震波的入射角
和入射频率的增加而减小，且竖向位移比减小得更为显著．
本文考虑土体在沉积过程中自身的非均匀性，基于混合物连续介质的基本理论，针对

具有梯度饱和土覆盖层的空间体中地震波的传播特性进行系统分析，对非均匀材料力学和
混合物连续介质理论的发展有促进作用．鉴于实际饱和土层比较复杂的特点，本文根据求
解需求及梯度饱和土覆盖层的特性，只假设了饱和土介质的物理力学参数沿深度呈幂律梯
度变化的情况，以往也有假设为指数变化和线性变化的情况．更精确的土介质参数与深度
的函数关系应根据多组试验进行拟合确定，这将是下一步研究的重点．
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