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摘　要　针对一类在有限时间区间上重复运行的非线性系统，给出了一种可以解决迭代学习控制中任意初值问题的

ＰＩＤ型迭代学习算法及其收敛条件。采用算子理论证明了该算法的收敛性，结 果 表 明 该 算 法 不 仅 有 效 解 决 了 迭 代 学

习控制的初值问题，而且放宽了收敛条件。仿真分析及与ＰＤ型迭代学习控制算法的仿真结果的对比证明，非线性系

统在任意初值条件下经过ＰＩＤ型迭代学习后跟 踪 精 度 显 著 提 高，输 出 误 差 曲 线 更 快 速 趋 于 零，表 明 了 该 算 法 的 有 效

性。
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　　２０世纪８０年 代，日 本 学 者 Ａｒｉｍｏｔｏ提 出 了 迭 代 学 习 控

制的思想［１］。该方法是一种仿效人类的学习行为获取学习经

验的过程，采用的是一种“在重复中学习”的学习策略，具有记

忆系统和对积累经验的修正机制，它以系统的实际输出与期

望输出的偏差修正不理想的控制信号，产生新的控制信号，使

被控系统的跟踪性能得以提高。迭代学习控制的初始条件是

指在每次迭代开始时，为保证控制系统的收敛性，对系统迭代

初始点的重复定位操作所限定的条件［２］。目前多数研究都假

定被控对象在每次运行时的初值均精确地在期望轨迹上。然

而，在实际工程应用中不仅不易求得期望跟踪轨迹的初值，而

且每次重复定位操作往往会引起迭代初值相对于期望初值的

偏移。

初值问题是迭代学习 控 制 的 重 要 问 题 之 一，国 内 外 学 者

对此也作了许 多 研 究。Ｌｅｅ等［３］针 对 连 续 线 性 系 统，讨 论 了

存在固定初始偏差时Ｄ型 和ＰＤ型 迭 代 学 习 控 制 问 题，结 果

表明具有固定初始误差优于具有变化的初始误差。林辉［４］研

究了当初始偏差很大时，迭代学习控制仍然可以收敛到真值；

孙明轩等［５］讨论了放宽常规迭代学习控制方法的初始定位条

件，它允许一定的定位 误 差。在 迭 代 中 不 需 要 定 位 在 某 一 具

体位置上，使得学习控制系统具有鲁棒收敛性；任雪梅等［６］给

出了同时进行系统的输入和初值的学习，在学习开始时对系

统的初始状态无要求，结 果 表 明 了 这 种 方 法 的 可 行 性。姚 仲

舒等［７］提出了迭代学习 控 制 器 在 频 域 中 设 计 的 思 想，给 出 了

在任意初值下迭代学习控制算法收敛的充分条件，证明了经

过逐次迭代后 系 统 实 际 输 出 信 号 对 期 望 输 出 信 号 的 逼 近 轨

迹，输出跟踪误差将一致有界，且与期望输出状态和期望输入

无关。文献［８，９］利用 相 同 的 控 制 策 略 给 出 了 任 意 初 值 下 的

迭代学习控制算法的收敛条件。

论文针对一类具有重 复 运 行 性 质 的 非 线 性 时 变 系 统，提

出了一种在任意初值下的开 环ＰＩＤ型 迭 代 学 习 控 制 算 法，解

决了迭代学习控制中的初值问题。理论证明了该算法的收敛

性并且收敛条件相比以范数形式的收敛条件放宽了；仿真研

究结果表明，经过该算法，非线性系统对期望轨迹实现了完全

跟踪。

·３８２·



１　问题的描述

针对以下具有重复运行性质的一类非线性系统：
ｘｋ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘｋ（ｔ））＋Ｂ（ｔ）ｕｋ（ｔ）

ｙｋ（ｔ）＝ｇｘ（ｔ，ｘ（ｔ｛ ））
（１）

其中，ｔ∈［０，Ｔ］，ｘｋ（ｔ）∈Ｒｍ 为系 统 的 状 态，ｕｋ（ｔ）∈Ｒｎ为 系 统

的输入，ｙｋ（ｔ）∈Ｒｒ 为 系 统 的 输 出，ｆ、Ｂ、Ｃ为 适 当 维 数 的 矩

阵。假设该系统每次迭 代 时 的 初 态 都 不 相 同，第ｋ次 迭 代 的

初态为ｘｋ（０），则输出误差为

ｅｋ（ｔ）＝ｙｄ（ｔ）－ｙｋ（ｔ） （２）

系统输入采用开环ＰＩＤ型迭代学习律：

ｕｋ＋１（ｔ）＝ｕｋ（ｔ）＋（Ｈ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）∫ｄｔ＋Ｌ（ｔ）ｄｄｔ）ｅｋ（ｔ） （３）

系统初态采用迭代学习律：

ｘｋ＋１（０）＝ｘｋ（０）＋Ｂ（０）Ｌ（０）ｅｋ（０） （４）

欲研究的问题就是 系 统（１）输 入 采 用 式（３）迭 代 学 习 律，

初态采用式（４）学习律，满足什么条件时，在任意初态下系统

的实际输出能够完全跟踪期望轨迹。

２　收敛性证明

在证明本文学习算法 的 定 理 之 前，先 介 绍 以 下 定 义 和 引

理。

定义１　ｆ＝ｍａｘ｛｜ｆｉ｜｝为ｎ维向量ｆ＝（ｆ１，ｆ２，…，ｆｎ）Ｔ

的范数；‖Ａ‖＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｛∑
ｍ

ｊ＝１
｜ａｉｊ｜｝为 矩 阵Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｍ 的 范 数；

函数矩阵ｇｘ（ｔ，ｘ（ｔ））为：

ｇｘ（ｔ，ｘ（ｔ））＝

ｇ１
ｘ１

ｇ１
ｘ２

… ｇ１
ｘｎ

ｇ２
ｘ１

ｇ２
ｘ２

… ｇ２
ｘｎ

… … …

ｇｍ
ｘ１

ｇｍ
ｘ２

… ｇｍ
ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ
引理１　设常数序 列｛ｂｋ｝ｋ≥０（ｂｋ≥０）收 敛 到 零，算 子Ｑｋ：

Ｃｒ［０，Ｔ］→Ｃｒ［０，Ｔ］满足：‖Ｑｋ（ｕ）（ｔ）‖≤Ｍ（ｂｋ＋∫
ｔ

０
‖ｕ（ｓ）‖ｄｓ），

其中Ｍ≥１为常数，Ｃｒ［０，Ｔ］为定义在区间［０，Ｔ］上的所有ｒ
维向量值连续 函 数 空 间，且ｒ维 向 量 取 最 大 值 范 数，Ｐ（ｔ）为

ｒ×ｒ维 连 续 函 数 矩 阵，令 Ｐ：Ｃｒ［０，Ｔ］→Ｃｒ ［０，Ｔ］为：

Ｐ（ｕ）（ｔ）＝ｐ（ｔ）ｕ（ｔ），若ｐ的谱半径小于１，则ｌｉｍ（Ｐ＋Ｑｎ）（Ｐ
＋Ｑｎ－１）…（Ｐ＋Ｑ０）（ｕ）（０）＝０对于ｔ一致成立。

定理１　对于式（１）所描述的系统，在ｔ∈［０，Ｔ］时满足如

下条件：
（ａ１）ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））关于ｘ（ｔ）满足全局一致Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，即

对于ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）∈Ｒｎ，‖ｆ（ｔ，ｘ１（ｔ））－ｆ（ｔ，ｘ２（ｔ））‖≤Ｋｆ·

‖ｘ１（ｔ）－ｘ２（ｔ）‖；
（ａ２）期望轨迹ｙｄ（ｔ）在ｔ∈［０，Ｔ］上连续；

（ａ３）ｇ（ｔ，ｘ（ｔ））关 于 ｘ（ｔ）的 倒 数ｇｘ（ｘ（ｔ））存 在，ｇ（ｔ，

ｘ（ｔ））关于ｘ（ｔ）满足一致Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，且ｇｘ（ｘ（ｔ））有界；
（ａ４）若取学习律为条件（ａ２）（ａ３）并满足：

ρ（Ｉ－ｇｘ（ｔ，ｘ（ｔ））Ｂ（ｔ）Ｌ（ｔ））＜１，ｘ（ｔ）∈Ｒ
ｎ，ｔ∈［０，Ｔ］，则

当ｋ→∞时，ｙｋ（ｔ）一致收敛于ｙｄ（ｔ）。

引理２　设ｘ（ｔ），［０，Ｔ］和ａ（ｔ）是［０，Ｔ］上的实值连续函

数，且ａ（ｔ）在［０，Ｔ］上非负，如果ｘ（ｔ）≤ｃ（ｔ）＋∫
ｔ

０
ａ（τ）ｃ（τ）ｄτ，

ｔ∈［０，Ｔ］，那么：ｘ（ｔ）≤ｃ（ｔ）＋∫
ｔ

０
ａ（τ）ｃ（τ）ｅ∫

ｔ
τａ
（σ）ｄσｄτ，ｔ∈［０，

Ｔ］。

证明：由式（１）、式（３）、式（４）知：

ｘｋ＋１（ｔ）＝ｘｋ＋１（０）＋∫
ｔ

０
［ｆ（τ，ｘｋ＋１（τ））＋Ｂ（τ）ｕｋ＋１（τ）］ｄτ

＝ｘｋ（０）＋Ｂ（０）Ｌ（０）ｅｋ（０）＋∫
ｔ

０
ｆ（τ，ｘｋ＋１（τ））ｄτ＋

∫
ｔ

０
Ｂ（τ）ｕｋ（τ）ｄτ＋∫

ｔ

０

ｄ［Ｂ（τ）Ｌ（τ）］
ｄτ ｅｋ（τ）ｄτ＋

∫
ｔ

０
Ｂ（τ）Ｈ（τ）ｅｋ（τ）ｄτ＋ｔＰ（ｔ）∫

ｔ

０
ｅｋ（τ）ｄτ

＝ｘｋ（ｔ）＋Ｂ（０）Ｌ（０）ｅｋ（０）＋∫
ｔ

０
［ｆ（τ，ｘｋ＋１（τ））－

ｆ（τ，ｘｋ（τ））］ｄτ－∫
ｔ

０

ｄ［Ｂ（τ）Ｌ（τ）］
ｄτ ｅｋ（τ）ｄτ＋

∫
ｔ

０
Ｂ（τ）Ｈ（τ）ｅｋ（τ）ｄτ＋ｔＰ（ｔ）∫

ｔ

０
ｅｋ（τ）ｄτ （５）

由微分中值定理知：

ｅｋ＋１（ｔ）－ｅｋ（ｔ）＝（ｙｄ（ｔ）－ｙｋ＋１（ｔ））－（ｙｄ（ｔ）－ｙｋ（ｔ））

＝ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））（ｘｋ（ｔ）－ｘｋ＋１（ｔ）） （６）

将式（５）代入式（６）得：

ｅｋ＋１（ｔ）－ｅｋ（ｔ）＝ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））·｛Ｂ（０）Ｌ（０）ｅｋ（０）＋∫
ｔ

０

［ｆ（τ，ｘｋ＋１（τ））－ｆ（τ，ｘｋ （τ））］ｄτ－

∫
ｔ

０

ｄ［Ｂ（τ）Ｌ（τ）］
ｄτ

ｅｋ（τ）ｄτ＋∫
ｔ

０
Ｂ（τ）Ｈ（τ）

ｅｋ（τ）＋ｔＰ（ｔ）∫
ｔ

０
ｅｋ（τ）ｄτ｝ （７）

则：

ｅｋ＋１（ｔ）＝［Ｉ－ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））Ｂ（ｔ）Ｌ（ｔ）］ｅｋ（ｔ）＋ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））

｛∫
ｔ

０
［ｆ（τ，ｘｋ＋１（τ））－ｆ（τ，ｘｋ（τ））］ｄτ－∫

ｔ

０

ｄ［Ｂ（τ）Ｌ（τ）］
ｄτ ｅｋ（τ）ｄτ＋∫

ｔ

０
Ｂ（τ）Ｈ（τ）ｅｋ（τ）＋

ｔＰ（ｔ）∫
ｔ

０
ｅｋ（τ）ｄτ｝ （８）

定义算子Ｐ：Ｃｒ［０，Ｔ］→Ｃｒ［０，Ｔ］为：

Ｐｅｋ（ｔ）＝［Ｉ－ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｌ（ｔ）］ｅｋ（ｔ） （９）

定义算子Ｑｋ：Ｃｒ［０，Ｔ］→Ｃｒ［０，Ｔ］为：

Ｑｋ（ｅｋ）（ｔ）＝ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））｛∫
ｔ

０

ｄ［Ｂ（τ）Ｌ（τ）］
ｄτ ｅｋ（τ）ｄτ－∫

ｔ

０

Ｂ（τ）Ｈ（τ）ｅｋ（τ）ｄτ｝－ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））·∫
ｔ

０
［ｆ（τ，

ｘｋ＋１（τ））－ｆ （τ，ｘｋ （τ））］ｄτ＋ｇｘ （ｔ，

ξｋ（ｔ））∫
ｔ

０
ｔＰ（τ）ｅｋ（τ）ｄτ （１０）

式（７）变为

ｅｋ＋１（ｔ）＝Ｐｅｋ（ｔ）＋Ｑｋ（ｅｋ）（ｔ）

＝（Ｐ＋Ｑｋ）（Ｐ＋Ｑｋ－１）…（Ｐ＋Ｑ０）（ｅ０）（ｔ） （１１）

下面对算子Ｑｋ 进行估计。

对式（９）的前半部分取范数：

‖ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））｛∫
ｔ

０

ｄ［Ｂ（τ）Ｌ（τ）］
ｄτ ｅｋ（τ）ｄτ－∫

ｔ

０
Ｂ（τ）Ｈ（τ）

ｅｋ（τ）ｄτ＋∫
ｔ

０
ｔＰ（τ）ｅｋｄτ｝‖＋‖ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））‖∫

ｔ

０

‖Ｂ（τ）‖·‖Ｈ（τ）‖·‖ｅｋ（τ）‖ｄτ

　≤‖ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））‖·∫
ｔ

０
‖ｄ
［Ｂ（τ）Ｌ（τ）］
ｄτ ｅｋ（τ）ｄτ‖·
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‖ｅｋ（τ）‖ｄτ＋‖ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））‖∫
ｔ

０
ｔ‖Ｐ（τ）‖·

‖ｅｋ（τ）‖ｄτ

　≤（βα＋βｂｈ＋βｔｐ）∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ （１２）

其 中，β＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｔ）∈Ｒｎ×［０，Ｔ］

‖ ｇｘ （ｔ，ξｋ （ｔ））‖；α ＝ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

‖ｄ
［Ｂ（τ）Ｌ（τ）］
ｄτ ‖；ｂ＝ｓｕｐ‖Ｂ（ｔ）‖；ｈ＝ｓｕｐ‖Ｈ（ｔ）‖；ｐ＝

ｓｕｐ‖Ｐ（ｔ）‖。

由式（１）可得：

ｘｋ＋１（ｔ）－ｘｋ（ｔ）＝∫
ｔ

０
［ｆ（τ，ｘｋ＋１（τ））－ｆ（τ，ｘｋ（τ））］ｄτ＋

Ｂ（ｔ）Ｌ（ｔ）ｅｋ（ｔ）－∫
ｔ

０

ｄ［Ｂ（τ）Ｌ（τ）］
ｄτ ｅｋ（τ）ｄτ＋

∫
ｔ

０
Ｂ（τ）Ｈ（τ）ｅｋ（τ）ｄτ－ｔ∫

ｔ

０
Ｐ（τ）ｅｋ（τ）ｄτ

（１３）

上式两端取范数得：

‖ｘｋ＋１（ｔ）－ｘｋ（ｔ）‖≤Ｋｆ∫
ｔ

０
‖ｋｋ＋１（τ）－ｘｋ（τ）‖ｄτ＋ｂｌ

‖ｅｋ（ｔ）‖＋α∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ＋ｂｈ∫

ｔ

０

‖ｅｋ（ｔ）‖ｄτ＋ｐｔ∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ

≤Ｋｆ∫
ｔ

０
‖ｋｋ＋１（τ）－ｘｋ（τ）‖ｄτ＋

‖ｅｋ（ｔ）‖＋（α＋ｂｈ＋ｐｔ）∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ

（１４）

其中，α１＝α＋ｂｈ＋ｐｔ；ｌ＝ｓｕｐ‖Ｌ（ｔ）‖；ｐ＝ｓｕｐ‖Ｐ（ｔ）‖。
上式可变为：

‖ｘｋ＋１（ｔ）－ｘｋ（ｔ）‖≤Ｋｆ∫
ｔ

ｏ
‖ｘｋ＋１（τ）－ｘｋ（τ）‖ｄτ＋

ｂｌ‖ｅｋ（ｔ）‖＋α１∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ

≤ｂｌ‖ｅｋ（ｔ）‖＋α１∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ＋

Ｋｆ∫
ｔ

０
［ｂｌ‖ｅｋ（τ）‖＋α１∫

ｔ

０
‖ｅｋ（ｖ）‖

ｄｖ］ｅ　Ｋｆ（ｔ－τ）ｄτ

≤ｂｌ‖ｅｋ（ｔ）‖＋Ｆ∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ

（１５）

其中，Ｆ＝α１＋Ｋｆｂｌｅ　ＫｆＴ＋ＴＫｆα１ｅＫｆＴ。
对式（９）的后半部分取范数：

‖ｇｘ（ｔ，ξｋ（ｔ））∫
ｔ

０
［ｆ（τ，ｘｋ＋１（τ））－ｆ（τ，ｘｋ（τ））］ｄτ‖

　≤βＫｆ∫
ｔ

０
‖ｘｋ＋１（τ）－ｘｋ（τ）‖ｄτ

　≤βＫｆｂｌ∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ＋βＫｆＦ∫

ｔ

０∫
τ

０
‖ｅｋ（ｓ）‖ｄｓｄτ

　≤Ｎ∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ （１６）

其中，Ｎ＝βＫｆｂｌ＋βＫｆＦＴ。
由式（１０）、式（１２）、式（１６）可得：

‖Ｑｋｅｋ（ｔ）‖≤βα∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ＋βｂｈ∫

ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ＋

Ｎ∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ

≤μ∫
ｔ

０
‖ｅｋ（τ）‖ｄτ （１７）

其中，μ＝ｍａｘ（１，βα＋βｂｈ＋Ｎ）。

由引理１可得：ｌｉｍ
Ｋ→ｍ
‖ｅＫ＋１（ｔ）‖＝０，即当ｋ→∞时，ｔ∈［０，

Ｔ］，ｙｋ（ｔ）→ｙｄ（ｔ），证明输出轨迹趋近于期望轨迹。

３　仿真分析

考虑如下系统：
ｘ１（ｔ）
ｘ２（ｔ［ ］） ＝ ３ｓｉｎｘ１（ｔ） １．５（ｓｉｎｘ１（ｔ）－１）

１．５－３ｔ　 ３－４［ ］ｔ
ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ［ ］） ＋

１　０［ ］０　２

ｕ１（ｔ）

ｕ２（ｔ［ ］）
ｙ１（ｔ）＝ｔ·ｘ１（ｔ）－ｘ２（ｔ）

ｙ２（ｔ）＝０．５·ｘ１（ｔ）＋ｘ２（ｔ）

设期望输出为：ｙｄ１＝ｙｄ２＝１２ｔ２（１－ｔ），迭 代 初 始 状 态 为

［ｘ１（０），ｘ２（０）］＝［１．２，１］，Ｌ（ｔ）＝
０．１　 ０
０ ０．［ ］４ ，且 初 始 控 制

为［ｕ１（ｔ）ｕ２（ｔ）］＝［０　１］，ｔ∈［０，１］，计算可得：ｇｘ（ｔ，ｘ（ｔ））＝

ｔ －１
０．５　０　．［ ］４ ，Ａ ＝Ｉ － ｇｘ （ｔ，ｘ （ｔ））Ｂ （ｔ）Ｌ （ｔ）＝

１－０．１ｔ　０．８
－０．０５　０　．［ ］２ ，ｔ∈［０，１］。

显然ρ（Ａ）＜１，满足定理１的条件，由定义１知：‖Ａ‖＞
１，不满足条件‖Ａ‖＜１，因此收敛条件放宽 了。仿 真 结 果 如

图１所示。

从图１可以看出，经过１５次迭代输出已经能完全跟踪期

望轨迹。

图１　ＰＩＤ型 算 法 输 出 误 差 曲 线

ｎｏｒｍ（ｅ１）
　图２　ＰＤ型 算 法 输 出 误 差 曲 线

ｎｏｒｍ（ｅ１）

比较图１、图２可以看出，ＰＩＤ型算法经过１５次迭代后系

统的误差已经趋近于零，而ＰＤ型算法则需要迭代２０次后才

可达到相同效果，由此可见ＰＩＤ型算法的优越性。

从图３可以看出，经过１２次迭代输出已经能完全跟踪期

望轨迹。

图３　ＰＩＤ型 算 法 输 出 误 差 曲 线

ｎｏｒｍ（ｅ２）
　图４　ＰＤ型 算 法 输 出 误 差 曲 线

ｎｏｒｍ（ｅ２）

比较图３、图４可以看出，ＰＩＤ型算法经过１２次迭代后系

统的误差已经趋近于零，而ＰＤ型算法则需要迭代１８次后才

可达到相同效果，由此可见ＰＩＤ型算法的优越性。

考虑如下系统：

Ｇ（ｓ）＝ ｓ＋６
ｓ２＋３ｓ＋２

（１８）

·５８２·



若选用零阶保持器进行 采 样，采 样 时 间 为０．０５ｓ，迭 代 长

度为４ｓ，给 定 期 望 信 号 为ｙｄ（ｔ）所 示 方 波 信 号，仿 真 结 果 如

下。

从图５可以看出，经过３０次迭代输出已经能很好地跟踪

期望轨迹。

图５　ＰＩＤ型 算 法 输 出 误 差 曲 线

ｎｏｒｍ（ｅ３）
　图６　ＰＤ型 算 法 输 出 误 差 曲 线

ｎｏｒｍ（ｅ３）

比较图５、图６可以看出，ＰＩＤ型算法经过１８次迭代后系

统的误差已经趋近于零，而ＰＤ型算法则需要迭代２７次后才

可达到相同效果，由此可见ＰＩＤ型算法的优越性。

结束语　本文讨论了一类非线性时变系统在任意初值条

件下开环ＰＩＤ型迭代学习控制，证 明 了 迭 代 学 习 控 制 中 的 收

敛条件在初值学习下可以放宽，所提出的学习算法不要求严

格的初始定位操作，这与常规的控制方法要求在所有迭代中

一律定位在具体位置上的初始条件不同，算法解决了迭代学

习控制中的初值问题。相比之前学者们所研究的初值问题算

法，此算法能更快地跟踪期望轨迹，迭代次数明显减少。理论

分析与仿真研究都证明了该算法的正确性和有效性。
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