
　　文章编号：１６７３－５１９６（２０２０）０２－０１６１－０５

基于众数回归的变系数模型统一变量选择
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摘要：研究了众数回归下变系数模型的统一变量选择问题．利用Ｂ样条基函数近似非参数部分，在众数回归下建立

ＳＣＡＤ惩罚函数同时选择变系数模型中的重要变量并且识别具有常数效应的协变量，在一定条件下，证明惩罚估

计量相合性和稀疏性，通过数值模拟评估所提出的变量选择方法的有效性．
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　　假定｛Ｙｉ，Ｘｉ，Ｕｉ｝是来自如下变系数模型的一
组独立同分布样本

Ｙ＝ＸＴβ（Ｕ）＋ε （１）

式中：Ｕ∈［０，１］为指标变量；Ｙ为响应变量；Ｘ＝（Ｘ１，
…，Ｘｄ）Ｔ∈Ｒｄ 为ｄ维协变量；β（·）＝（β１（·），…，

βｄ（·））
Ｔ为未知的ｄ 维函数向量；ε为模型随机误

差；其中Ｅ（ε｜Ｕ＝ｕ）＝０，Ｖａｒ（ε｜Ｕ＝ｕ）＝σ２（ｕ）．关于
变系数模型（１）的变量选择问题已经有了较多的研
究．Ｗａｎｇ等［１］结合组ＬＡＳＳＯ和样条基函数近似的

思想研究了重要变量的选择问题，Ｗａｎｇ等［２］提出
了基于核光滑和自适应组ＬＡＳＳＯ的 ＫＬＡＳＳＯ方
法，并证明了ＫＬＡＳＳＯ 方法的理论性质，Ｘｕｅ等［３］

讨论了在超高维下重要变量的选择问题．

　　关于稳健变量选择的研究．Ｎｏｈ等［４］在分位数
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框架下基于Ｂ样条近似和组ＳＣＡＤ研究了变系数
模型的变量选择，Ｗａｎｇ等［５］结合自适应组ＬＡＳＳＯ
和 Ｗａｌｓｈ－ａｖｅｒａｇｅ回归研究了变量选择问题，Ｚｈａｏ
等［６］结合自适应ＬＡＳＳＯ以及Ｌ１ 和Ｌ２ 损失函数研
究了稳健变量选择问题，Ｙａｎｇ等［７］结合自适应组

ＬＡＳＳＯ和复合分位数回归讨论了稳健变量选择问
题，Ｈｏｈｓｕｋ等［８］在分位数框架下利用正则化估计
方法与Ｂ样条近似方法研究了变系数模型的变量
选择问题．
关于变系数模型统一变量选择的研究．Ｈｕ

等［９］基于局部多项式方法和自适应组ＬＡＳＳＯ提出
了能识别常系数和变系数的惩罚估计方法，Ｗａｎｇ
等［１０］结合Ｂ样条近似和组ＳＣＡＤ提出了能识别常
系数和变系数的惩罚估计方法，Ｔａｎｇ［１１］运用Ｂ样
条方法与分位数回归的方法研究了变系数模型变量

选择的统一方法．
在本文中基于众数回归的稳健性和有效性，结

合Ｂ样条近似和ＳＣＡＤ惩罚函数研究了变系数模
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型的统一变量选择问题．在一定条件下，惩罚估计能
同时选择变系数模型中的重要变量而且能识别具有

常数效应的协变量．此外，本文建立了所得估计量的
相合性和稀疏性．

１　变量选择

利用文献［１２］众数回归估计思想并结合Ｂ样
条基函数逼近非参数的方法研究模型（１）的统一变
量选择问题．
Ｂ样条基函数近似非参数函数系数βｌ（·）：

βｌ（ｕ）≈∑
Ｋｎ

ｋ＝１γｌｋＢｋ（ｕ）＝Ｂ（ｕ）
Ｔγｌ

　　　　ｌ＝１，…，ｄ
其中：γｌ＝（γｌ１，…，γｌＫｎ）Ｔ 是 Ｂ 样条系数向量，

Ｂ（ｕ）＝（Ｂ１，…，ＢＫｎ）Ｔ 是阶数为 Ｍ＋１的Ｂ样条
基函数，Ｋｎ＝ｋｎ＋ｍ＋１表示基函数的个数，ｋｎ 是
内节点的个数．根据Ｂ样条基函数的性质：

‖γｌ‖２Ｒ ＝γＴｌＲγｌ

Ｒ＝∫Ｂ（ｕ）Ｂ（ｕ）Ｔｄ（ｕ），‖γｌ‖２Ｄ ＝γＴｌＤγｌ
　　　　　　　　ｌ＝１，…，ｄ

Ｄ＝∑
ｎ

ｋ＝２
ｖ（Ｕｋ）ｖ（Ｕｋ）Ｔ

ｖ（Ｕｋ）＝（Ｂ１（Ｕｋ）－Ｂ１（Ｕｋ－１），…，

　　 　Ｂ１（Ｕｋ）－Ｂ１（Ｕｋ－１））Ｔ

令γ＝（γＴ１，…，γＴｄ）Ｔ，则在众数回归框架下，γ 的估

计γ
∧
可以通过极大化式（２）获得

Ｑ（γ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
φｈ（Ｙｉ－Ｗ

Ｔ
ｉγ） （２）

式中：Ｗｉ＝ＩｄＢ（Ｕｉ）Ｘｉ；φ（ｔ）是核函数；ｈ 是窗
宽，可根据Ｋａｉ等［１３］的方法选择出最优的窗宽．对于
变系数模型统一变量选择问题，建立ＳＣＡＤ惩罚函
数同时选择变系数模型中的重要变量并且识别具有

常数效应的协变量，定义如下的惩罚估计方程：

Ｌ（γ）＝Ｑ（γ）－ｎ∑
ｄ

ｌ＝１
ｐλ１（‖γｌ‖Ｒ）－

ｎ∑
ｄ

ｌ＝１
ｐλ２（‖γｌ‖Ｄ） （３）

式中：ｐλ（·）是ＳＣＡＤ惩罚函数；λ１ 和λ２ 是调节参
数，可采用ＢＩＣ准则选取最优参数．式（３）中第一个
惩罚函数ｐλ１（·）是用来控制变系数模型的稀疏性，

第二个惩罚函数ｐλ２（·）是用来识别变系数模型的
常系数协变量．通过极大化目标函数（３），可以得到
稀疏估计并实现统一变量选择．
记β０（·）为模型中参数真值，不失一般性，定义

β（ｕ）＝（βＴｖ（ｕ），βＴｃ，βＴｚ）Ｔ，其中βｖ　ｄ（ｕ）＝（β１（ｕ），
…，βｄ１（ｕ））

Ｔ 是ｄ１ 维变系数向量，βｃ＝（βｄ１＋１，…，

βｓ）
Ｔ 是ｓ－ｄ１ 维常系数向量，βｚ＝０是ｄ－ｓ维零向
量．令

Ｆ（ｘ，ｕ，ｈ）＝Ｅ（φ″ｈ（ε）｜Ｘ＝ｘ，Ｕ＝ｕ）

Ｇ（ｘ，ｕ，ｈ）＝Ｅ（φ′ｈ（ε）
２｜Ｘ＝ｘ，Ｕ＝ｕ）

记

ａｎ＝ｍａｘ｛｜ｐ′λ１（‖γｌ０‖Ｒ）｜，

｜ｐ′λ２（‖γｌ０‖Ｄ）｜：γｌ０ ≠０｝

ｂｎ＝ｍａｘ｛｜ｐ″λ１（‖γｌ０‖Ｒ）｜，

｜ｐ″λ２（‖γｌ０‖Ｄ）｜：γｌ０ ≠０｝
其中：γｌ０为Ｂ样条函数空间中逼近βｌ０（·）的最佳
样条系数向量．

２　渐近性质

为了研究所提出方法的渐近性质，给出如下正
则条件：

１）指标变量Ｕ 具有有界的支撑Ω，其密度函数

ｆＵ（·）取值大于０并具有连续的二阶导数，不失一
般性，假定Ω 为单位区间［０，１］；

２）βｌ（ｕ），ｌ＝１，…，ｄ为区间［０，１］上的ｒ阶连
续导数，其中ｒ≥２；

３）对所有的（Ｘｉ，Ｕｉ），误差εｉ 的密度函数满足

０＜ｆεｉ（·）＜∞，且具有一致连续的导数；

４）Ｆ（ｘ，ｕ，ｈ）和Ｇ（ｘ，ｕ，ｈ）关于（ｘ，ｕ）连续，
且ｈ＞０，Ｆ（ｘ，ｕ，ｈ）＜０；

５）Ｅ（φ′ｈ（ε）｜ｘ，ｕ）＝０，Ｅ（φ″ｈ（ε）
２｜ｘ，ｕ），

Ｅ（φ′ｈ（ε）
３｜ｘ，ｕ）和Ｅ（φｈ（ε）｜ｘ，ｕ）关于（ｘ，ｕ）连续；

６）ｌｉｍ　ｉｎｆ
ｎ→∞

ｌｉｍ　ｉｎｆ
‖γｌ‖Ｒ→０＋

λ－１１ ｐ′λ１（‖γｌ‖Ｒ）＞０

　　　　ｌ＝ｓ＋１，…，ｄ
ｌｉｍ　ｉｎｆ
ｎ→∞

ｌｉｍ　ｉｎｆ
‖γｌ‖Ｄ→０＋

λ－１２ ｐ′λ２（‖γｌ‖Ｄ）＞０

　　　　ｌ＝ｄ１＋１，…，ｓ

下面的定理给出了估计β
∧
（·）的相合性以及统

一变量选择的稀疏性．
定理１　假设正则条件１）～６）成立，且节点数

ｋｎ 满足ｋｎ＝Ｏ（ｎ１／（２ｒ＋１）），如果ｂｎ→０则有

‖β
∧

ｌ（·）－βｌ０‖＝Ｏｐ（ｎ１／（２ｒ＋１）＋ａｎ）

　　ｌ＝１，…，ｄ
　　定理２　假设正则条件１）～６）成立，且节点数

ｋｎ 满足ｋｎ＝Ｏ（ｎ１／（２ｒ＋１））．当ｎ→∞，

λｍａｘ＝ｍａｘλ１，λ２｛ ｝→０
且

λｍｉｎ＝ｍｉｎλ１，λ２｛ ｝，　ｎ
ｒ
２ｒ＋１λｍｉｎ→ ∞
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那么

１）ｐ（β
∧

ｌ＝０）→１，ｌ＝ｓ＋１，…，ｄ．

２）对于每个ｌ＝ｄ１＋１，…，ｓ，存在一个常数β
∧

ｌ，

使得ｐ（β
∧

ｌ（ｕ）＝β
∧

ｌ）→１．

３　估计算法与调节参数的选择

３．１　估计算法
损失函数Ｑ（γ）在原点不可导，ＳＣＡＤ惩罚函

数在原点也不可导，直接极大化目标函数（３）是比较
困难的，因而利用局部二次近似逼近来获得惩罚估

计．对于给定的初始估计γ
∧
（０）
ｌ 满足‖γ

∧
（０）
ｌ ‖Ｒ＞０以

及‖γ
∧
（０）
ｌ ‖Ｄ＞０，ｌ＝１，…，ｄ，那么惩罚函数可以由

如下形式近似：

ｐλ１（‖γｌ‖Ｒ）≈ｐλ１（‖γ
∧
（０）
ｌ ‖Ｄ）＋

　　
１
２ ｐ′λ１
｛ （‖γ

∧
（０）
ｌ ‖Ｒ）／‖γ

∧
（０）
ｌ ‖Ｒ｝×

　　 ‖γｌ‖２Ｒ｛ －‖γ
∧
（０）
ｌ ‖２Ｒ

ｐλ２（‖γｌ‖Ｄ）≈ｐλ２（‖γ
∧
（０）
ｌ ‖Ｄ）＋

　　
１
２ ｐ′λ２
｛ （‖γ

∧
（０）
ｌ ‖Ｄ）／‖γ

∧
（０）
ｌ ‖Ｄ｝×

　　 ‖γｌ‖２Ｄ｛ －‖γ
∧
（０）
ｌ ‖２Ｄ｝

并令

Ｅ１＝ｄｉａｇ｛（ｐ′λ１（‖γ
∧
（０）
ｌ ‖Ｒ）／‖γ

∧
（０）
ｌ ‖Ｒ）Ｒ，…，

　　（ｐ′λ１（‖γ
∧
（０）
ｌ ‖Ｒ）／‖γ

∧
（０）
ｌ ‖Ｒ）Ｒ，

Ｅ２＝ｄｉａｇ｛（ｐ′λ２（‖γ
∧
（０）
ｌ ‖Ｄ）／‖γ

∧
（０）
ｌ ‖Ｄ）Ｄ，…，

　　（ｐ′λ２（‖γ
∧
（０）
ｌ ‖Ｄ）／‖γ

∧
（０）
ｌ ‖Ｄ）Ｄ｝

由ＥＭ算法可获得目标函数的惩罚估计：

Ｓｔｅｐ　１（Ｅ－ｓｔｅｐ）：由下式更新π（ｉ｜γ（ｍ））

π（ｉ｜γ（ｍ））＝ φｈ（Ｙｉ－Ｗ
Ｔ
ｉγ（ｍ））

∑
ｎ

ｉ＝１
φｈ（Ｙｉ－Ｗ

Ｔ
ｉγ（ｍ））

　　　　ｉ＝１，…，ｎ

　　Ｓｔｅｐ　２（Ｍ－ｓｔｅｐ）：更新γ
∧
（ｍ＋１）

γ
∧
（ｍ＋１）＝ａｒｇ　ｍａｘ

γ ∑
ｎ

ｉ＝１
π（ｉ｜γ（ｍ））ｌｏｇφｈ（Ｙｉ－Ｗ

Ｔ
ｉγ）｝｛ －

ｎ
２γ

Ｔ（Ｅ１＋Ｅ２）γ＝

（ＷＴ
ｉＳＷｉ＋ｎ（Ｅ１＋Ｅ２））－１　ＷＴ

ｉＳＹ
其中：Ｓ是以π（ｉ｜γ（ｍ））为其第ｉ个对角元素的ｎ×ｎ
对角矩阵．

Ｓｔｅｐ　３：重复迭代Ｓｔｅｐ　１和Ｓｔｅｐ　２直至收敛，记

算法收敛所得的估计为γ
∧

．
３．２　调节参数的选择
为实现上面的估计算法，节点的个数ｋｎ，ＳＣＡＤ

惩罚函数中的调节参数ａ，λ１，λ２ 都需要合适的选
取．根据Ｆａｎ等［１４］，本文采用ａ＝３．７，同时基于Ｘｕｅ
等［３］选择节点的思想，采用等距节点且节点个数ｋｎ＝
［ｎ１／（２　ｍ＋３）］，采用ＢＩＣ准则选取最优的λ＝（λ１，λ２）．

ＢＩＣ（λ）＝ｌｏｇ（ｎ－２∑
ｎ

ｉ＝１
φｈ（Ｙｉ－Ｗ

Ｔ
ｉγ
∧
））＋

ｄ　ｆｖ
ｌｏｇ（ｎ／ｋｎ）
ｎ／ｋｎ

＋ｄ　ｆｃ
ｌｏｇ（ｎ）
ｎ

其中：ｄ　ｆｖ 代表模型估计中识别出的变系数部分的
个数；ｄ　ｆｃ 代表模型估计中识别出的常系数部分的
个数．

４　数值模拟

通过数值模拟检验变系数模型的惩罚估计方法

在有限样本下的模型估计和变量选择的有效性．
对于变系数模型

Ｙｉ＝∑
１０

ｌ＝１
βｌ（Ｕｉ）Ｘｉｌ＋εｉ，　ｉ＝１，…，ｎ

考虑Ｕｉ～Ｕ（０，１），β１＝２ｓｉｎ（２πｕ），β２＝８ｕ－９，β３＝
２－３ｃｏｓ（（６ｕ－５）π／３），β４＝２，β５＝１，其余５个变量
为不相关变量，协变量Ｘｉｌ（ｌ＝１，…１０）均服从多元
正态分布，其均值为零且协方差矩阵中（ｋ，ｌ）个元素
为０．８　ｋ－ｌ ．在模拟中，考虑下面３种误差分布：

Ｎ（０，０．５）、ｔ（３）和污染正态分布（ＣＮ）０．９　Ｎ（０，０．５）

＋０．１　Ｎ（０，１５），为了衡量估计的效果，采用均方误
差平方根（ＲＡＳＥ）来评价惩罚估计的拟合效果，其
定义为

ＲＡＳＥ＝ ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｄ

ｌ＝１

（β
∧

ｌ（Ｕｉ）－βｌ（Ｕｉ））槡
２

模拟结果见表１所列，其中包括多次模拟的ＲＡＳＥ
的平均值，正确识别零系数的平均个数“ＣＺ”，错误
识别非零系数的平均个数“ＩＺ”，正确识别变系数的
平均个数“ＣＶ”，正确识别常系数的平均个数“ＣＣ”．
从表１可以得到如下结论：

１）对于给定的模型和误差分布，在正确识别零
系数和常系数方面，ＳＣＡＤ估计得到的值比ＬＡＳＳＯ
估计得到的值更接近于真实模型，这说明ＳＣＡＤ估
计在变量选择以及识别常数协变量方面比ＬＡＳＳＯ
估计表现的好．
２）当模型误差服从正态分布时，ＳＣＡＤ惩罚方
法得到的模型估计相比于其它分布具有最小的
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ＲＡＳＥ；当模型误差服从厚尾分布ｔ（３）或含有异常
点（ＣＮ）时，ＳＣＡＤ惩罚方法得到模型估计具有较小
的ＲＡＳＥ，优于ＬＡＳＳＯ惩罚方法．

表１　基于不同变量选择方法的模拟结果

Ｔａｂ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄｓ

ｎ 误差 方法 ＣＺ　 ＩＺ　 ＣＶ　 ＣＣ　 ＲＡＳＥ

２００

４００

Ｎ（０，０．５）

ｔ（３）

ＣＮ

Ｎ（０，０．５）

ｔ（３）

ＣＮ

ＬＡＳＳＯ　 ４．５８　 ０．１３　 ３．００　 １．６４　 ０．３６６　５
ＳＣＡＤ　 ４．７１　 ０．０５　 ３．００　 ２．００　 ０．３３３　４
ＬＡＳＳＯ　 ４．３９　 ０．１５　 ３．００　 １．８０　 ０．３７０　４
ＳＣＡＤ　 ４．４２　 ０．１１　 ３．００　 １．９４　 ０．３４９　２
ＬＡＳＳＯ　 ４．２０　 ０．０４　 ３．００　 １．８１　 ０．３７７　７
ＳＣＡＤ　 ４．９１　 ０．１４　 ３．００　 １．８６　 ０．３５６　１
ＬＡＳＳＯ　 ４．８６　 ０．１２　 ３．００　 １．９０　 ０．２４９　７
ＳＣＡＤ　 ５．００　 ０．０８　 ２．８６　 ２．００　 ０．２３９　４
ＬＡＳＳＯ　 ４．６７　 ０．１０　 ３．００　 １．７６　 ０．２５８　７
ＳＣＡＤ　 ４．５３　 ０．１３　 ３．００　 ２．００　 ０．２４９　６
ＬＡＳＳＯ　 ４．７６　 ０．０８　 ３．００　 １．８１　 ０．２５６　４
ＳＣＡＤ　 ４．８１　 ０．０７　 ３．００　 ２．００　 ０．２４７　７

５　定理证明

定理１证明　记δ＝ｎ－ｒ／（２ｒ＋１）＋ａｎ 和γ＝γ０＋

δＴ，其中γ＝（γＴ１，…，γＴｄ）Ｔ，Ｔ＝（ＴＴ
１，…，ＴＴ

ｄ）Ｔ，先证
明对于任意给定的η＞０，存在一个充分大的Ｃ使得
式（４）成立

Ｐ｛ｓｕｐ
‖Ｔ‖＝Ｃ

Ｌ（γ）＜Ｌ（γ０）｝≤１－η （４）

令Π（γ）＝｛Ｌ（γ）－Ｌ（γ０）｝，则由Ｔａｙｌｏｒ展开，有

Π（γ）＝－δ∑
ｎ

ｉ＝１
φ′ｈ（εｉ＋Ｘ

Ｔ
ｉＲ（Ｕｉ））ＷＴ

ｉＴ＋

δ２∑
ｎ

ｉ＝１
φ″ｈ（εｉ＋Ｘ

Ｔ
ｉＲ（Ｕｉ））（ＷＴ

ｉＴ）２－

δ３∑
ｎ

ｉ＝１
φｈ（ζｉ）（Ｗ

Ｔ
ｉＴ）３－

ｎ∑
ｄ

ｌ＝１
ｐλ１（‖γｌ‖Ｒ）－ｐλ１（‖γｌ０‖Ｒ）｛ ｝－

ｎ∑
ｄ

ｌ＝１
ｐλ２（‖γｌ‖Ｄ）－ｐλ２（‖γｌ０‖Ｄ）｛ ｝

Ｊ１＋Ｊ２＋Ｊ３＋Ｊ４＋Ｊ５
其中：ζｉ 在εｉ＋ＸＴ

ｉＲ（Ｕｉ）和εｉ＋ＸＴ
ｉＲ（Ｕｉ）－δＷＴ

ｉＴ
之间，Ｒ （ｕ）＝ （Ｒ１（ｕ），…，Ｒｄ（ｕ））Ｔ，Ｒｌ （ｕ）＝

βｌ（ｕ）－Ｂ（ｕ）Ｔγｌ０，ｌ＝１，…，ｄ．
根据正则条件１）～２）以及文献［１５］中推论６．２１

的结论，有‖Ｒｌ（ｕ）‖＝Ｏ（Ｋ－ｒ），进一步，由Ｔａｙｌｏｒ
展式可得

Ｊ１＝－δ∑
ｎ

ｉ＝１
φ′ｈ（εｉ＋Ｘ

Ｔ
ｉＲ（Ｕｉ））ＷＴ

ｉＴ＝

－δ∑
ｎ

ｉ＝１

｛φ′ｈ（εｉ）＋φ″ｈ（εｉ）（Ｘ
Ｔ
ｉＲ（Ｕｉ））＋

φｈ（ξｉ）（Ｘ
Ｔ
ｉＲ（Ｕｉ））２｝ＷＴ

ｉＴ
其中：ξｉ 位于εｉ 和εｉ＋ＸＴ

ｉＲ（Ｕｉ）之间．经过简单计
算，有

Ｊ１＝－δ∑
ｎ

ｉ＝１
φ′ｈ（εｉ＋Ｘ

Ｔ
ｉＲ（Ｕｉ））ＷＴ

ｉＴ＝

Ｏｐ（ｎＫ－ｒδ‖Ｔ‖）＝Ｏｐ（ｎδ２‖Ｔ‖）
对于Ｊ２，易证

Ｊ２＝Ｅ（Ｆ（Ｘ，Ｕ，ｈ））Ｏｐ（ｎδ２ ‖Ｔ‖２）

类似的经过计算可得Ｊ３＝Ｏｐ（ｎδ３ ‖Ｔ‖３），根据定
理条件ａｎ→０，因此δ→０，即δ‖Ｔ‖→０，由此可得

Ｊ３＝ｏｐ（Ｊ２），在‖Ｔ‖＝Ｃ上，Ｊ３ 也被Ｊ２ 一致地控
制住．
考虑Ｊ４，利用‖γｌ‖Ｒ－‖γｌ０‖Ｒ≤‖γｌ－γｌ０‖Ｒ＜

‖γｌ－γｌ０‖和ｂｎ→０，可得

Ｊ４＝ｎ∑
ｄ

ｌ＝１
ｐλ１（‖γｌ‖Ｒ）－ｐλ１（‖γｌ０‖Ｒ）｛ ｝＝

ｎ∑
ｄ

ｌ＝１
ｐλ１（‖γｌ０＋δＴｌ‖Ｒ）－ｐλ１（‖γｌ０‖Ｒ）｛ ｝＝

ｎ∑
ｄ

ｌ＝１

｛ｐ′λ１（‖γｌ０‖Ｒ）（‖γｌ０＋δＴｌ‖Ｒ －‖γｌ０‖Ｒ）＋

１
２ｐ″λ１

（‖γｌ０‖Ｒ）（‖γｌ０＋δＴｌ‖Ｒ －

‖γｌ０‖Ｒ）２（１＋ｏｐ（１）｝≤

∑
ｓ

ｌ＝１

｛ｎδｐ′λ１（‖γｌ０‖Ｒ）‖Ｔｌ‖＋

１
２
ｎδ２　ｐ″λ１（‖γｌ０‖Ｒ）‖Ｔｌ‖２（１＋ｏｐ（１）｝≤

槡ｓ｛ｎδａｎ‖Ｔｌ‖＋ｎδ２　ｂｎ ‖Ｔｌ‖２｝
根据ｂｎ→０，在‖Ｔ‖＝Ｃ上，Ｊ４ 被Ｊ２ 一致地控制住．
同样的方法亦可证Ｊ５ 也被Ｊ２ 一致地控制住．
因此，通过选取充分大的Ｃ，可以得到式（４）成

立，从而存在局部最大值点满足：

‖γ
∧

ｌ－γｌ０‖＝Ｏｐ（δ） （５）
注意到

‖β
∧

ｌ（·）－βｌ０（·）‖２＝∫
１

０
（β
∧

ｌ（ｕ）－βｌ０（ｕ））２ｄｕ＝

∫
１

０
（Ｂ（ｕ）Ｔγ

∧

ｌ－Ｂ（ｕ）Ｔγｌ０＋Ｒｌ（ｕ））２ｄｕ≤

２∫
１

０
（Ｂ（ｕ）Ｔγ

∧

ｌ－Ｂ（ｕ）Ｔγｌ０）２ｄｕ＋

２∫
１

０
（Ｒｌ（ｕ））２ｄｕ＝

２（γ
∧

ｌ－γｌ０）ＴＲ（γ
∧

ｌ－γｌ０）＋２∫
１

０
（Ｒｌ（ｕ））２ｄｕ

其中：Ｒ＝∫Ｂ（ｕ）Ｂ（ｕ）Ｔｄｕ．由于‖Ｒ‖＝Ｏ（１）以及
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式（５），有

（γ
∧

ｌ－γｌ０）ＴＲ（γ
∧

ｌ－γｌ０）＝Ｏｐ（ｎ－２ｒ／（２ｒ＋１）＋ａ２ｎ）
此外，易证

∫
１

０
（Ｒｌ（ｕ））２ｄｕ＝Ｏｐ（ｎ－２ｒ／（２ｒ＋１））

从而得到

‖β
∧

ｌ（·）－βｌ０（·）‖＝Ｏｐ（ｎ－ｒ／（２ｒ＋１）＋ａｎ）
定理成立．
定理２证明　先证明定理的第一部分．根据

ＳＣＡＤ惩罚函数的性质，当λｍａｘ→０时，ａｎ＝０．由定
理１的结论，只需证明对任意给定充分小的υ＝

Ｃｎ－ｒ／（２ｒ＋１），当ｎ→∞时，对任意γ满足‖γ
∧

ｌ－γｌ０‖＝
Ｏｐ（ｎ－ｒ／（２ｒ＋１）），ｌ＝１，…，ｓ以概率１使式（６，７）成
立．
Ｌ（γ）

γ
∧

ｌ

＜０，　０＜γ
∧

ｌ ＜υ，　ｌ＝ｓ＋１，…，ｄ

（６）

Ｌ（γ）

γ
∧

ｌ

＞０，　－υ＜γ
∧

ｌ ＜０，　ｌ＝ｓ＋１，…，ｄ

（７）
类似于定理１的证明，可得
Ｌ（γ）

γ
∧

ｌ

＝
Ｑ（γ）

γ
∧

ｌ

－ｎ（ｐλ１（‖γ
∧

ｌ‖Ｒ））′＝

－∑
ｎ

ｉ＝１

｛Ｗｉｌφ′ｈ（εｉ＋Ｘ
Ｔ
ｉＲ（Ｕｉ））－

∑
ｎ

ｉ＝１
φ″ｈ（εｉ＋Ｘ

Ｔ
ｉＲ（Ｕｉ））ＷｉｌＷＴ

ｉ（γ
∧

－γ０）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
φｈ（φｉ）Ｗｉｌ （Ｗ

Ｔ
ｉ（γ

∧

－γ０））２－

ｎｐ′λ１（‖γ
∧

ｌ‖Ｒ）
Ｒ·γ

∧

ｌ

‖γ
∧

ｌ‖Ｒ

＝

－ｎλ１λ
－１
１ ·ｐ′λ１（‖γ

∧

ｌ‖Ｒ）
Ｒ·γ

∧

ｌ

‖γ
∧

ｌ‖Ｒ

＋烅
烄

烆
　
　
Ｏｐ（λ－１１ ·ｎ－ｒ／（２ｒ＋１））｝

其中：φｉ 在Ｙｉ－Ｗ
Ｔ
ｉγ 和εｉ＋ＸＴ

ｉＲ（Ｕｉ）之间．
由条件６），

ｌｉｍ　ｉｎｆ
ｎ→∞

ｌｉｍ　ｉｎｆ
‖γｌ‖Ｒ→０＋

λ－１１ ·ｐ′λ１（‖γｌ‖Ｒ）＞０

ｎ
ｒ

２ｒ＋１λ１＞ｎ
ｒ

２ｒ＋１λｍｉｎ→∞

因此Ｌ
（γ）

γ
∧

ｌ

的符号是由γ
∧

ｌ 决定的，即式（６，７）成立．

进一步，由于ｓｕｐｕ‖Ｂ（ｕ）‖＝Ｏ（１）和β
∧

ｌ（ｕ）＝

Ｂ（ｕ）Ｔγ
∧

ｌ，可得结论成立．对于定理的第二部分，可
用类似的证明方法得到．
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