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Ｐａｓｃａｌ菱形与Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵
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摘要：利用２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路得到了Ｐａｓｃａｌ菱形的Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵表示，利用加权２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路及３－Ｍｏｔｚｋｉｎ路给出几种

广义的Ｐａｓｃａｌ菱形及其Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵表示．
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　　Ｋｌｏｓｔｅｒｍｅｙｅｒ等［１］提出了Ｐａｓｃａｌ菱形的概念，

并给出了Ｐａｓｃａｌ菱形和ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱形的

几个性质．Ｐａｓｃａｌ菱形作为广义的Ｐａｓｃａｌ三角 形 是

一个无限数组犚＝（ｒｉ，ｊ）∞，∞ｉ＝０，ｊ＝－∞，它 通 过 下 面 递 推

关系定义（图１给出了Ｐａｓｃａｌ菱形的前几行）

ｒｉ，ｊ＝ｒｉ－１，ｊ－１＋ｒｉ－１，ｊ＋ｒｉ－１，ｊ＋１＋ｒｉ－２，ｊ

　　　　ｉ≥２，ｊ∈Ｚ

ｒ０，０＝ｒ１，０＋ｒ１，１＝１

ｒ０，ｊ＝０　　ｊ≠０

ｒ１，ｊ＝０　　ｊ≠－１，０，１

烅

烄

烆

（１）

而ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱形Ｓ＝（ｓｉ，ｊ）ｉ，ｊ∈Ｎ满足以下

的递推关系（图２给出了ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱 形

前几行）

ｓｉ，ｊ＝ｓｉ－１，ｊ－１＋ｓｉ－１，ｊ＋ｓｉ－１，ｊ＋１＋ｓｉ－２，ｊ
　　　　ｉ≥２，０≤ｊ≤ｉ

ｓ０，０＝ｓ１，０＝ｓ１，１＝１

ｓｉ，－１＝０　　ｉ≥０

ｓｉ，ｊ＝０　　ｉ＜ｊ
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图１　Ｐａｓｃａｌ菱形
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图２　Ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱形

Ｆｉｇ．２　Ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ　ｒｈｏｍｂｕｓ

　　２０１５年Ｒａｍｉｒｅｚ在文献［２］中得到了Ｐａｓｃａｌ菱

形中元素的一般表达式，并给出了Ｐａｓｃａｌ菱形关于

ｓｕｐｅｒ　２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路的组合解释．本文根据Ｐａｓｃａｌ菱

形和ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱形的组合意义给出Ｐａｓ－
ｃａｌ菱 形 和ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱 形 的 Ｒｉｏｒｄａｎ矩

阵表示．然后通过加权２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路及３－Ｍｏｔｚｋｉｎ路

给出几种广义的Ｐａｓｃａｌ菱形和ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ
菱形，并且得 到 它 们 的Ｒｉｏｒｄａｎ矩 阵 表 示 及 矩 阵 中

元素的一般表达式．
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１　基本概念

一个无限下三角矩阵Ｄ 叫做Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵，如

果它 的 第ｋ 列 的 发 生 函 数 为ｄ（ｔ）ｈ （ｔ）ｋ，其 中ｄ
（ｔ），ｈ（ｔ）为形式幂级数，ｄ０＝１，ｈ０＝０，ｈ１≠０，Ｒｉｏｒ－
ｄａｎ矩阵Ｄ 的 一 般 项 为ｄｎ，ｋ＝［ｔ　ｎ］ｄ（ｔ）ｈ（ｔ）ｋ，这

里［ｔ　ｎ］是系数算子．Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵Ｄ 表示 为Ｄ＝（ｄ
（ｔ），ｈ（ｔ）），它的集合关于矩阵的乘法运算构成一个

群［３］．Ｒｉｏｒｄａｎ矩 阵Ｄ＝（ｄ（ｔ），ｈ（ｔ））的 乘 法 法 则 如

下：
（ｄ（ｔ），ｈ（ｔ））（ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））＝
　　（ｄ（ｔ）ｇ（ｈ（ｔ）），ｆ（ｈ（ｔ））） （３）

　　由 文 献［４］知，一 个Ｒｉｏｒｄａｎ矩 阵Ｄ＝（ｄ（ｔ），

ｈ（ｔ））由序列Ａ＝（ａ０，ａ１，…）和 序 列Ｚ＝（ｚ０，ｚ１，
…）刻画，对所有ｎ，ｋ≥０，它们分别满足：

ｄｎ＋１，ｋ＋１＝∑
ｍ≥０
ａｊｄｎ，ｋ＋ｊ

ｄｎ＋１，０＝∑
ｍ≥０
ｚｊｄｎ，ｊ

（４）

另外，设Ａ（ｔ）＝∑
∞

ｉ＝０
ａｉｔ　ｉ，Ｚ（ｔ）＝∑

∞

ｉ＝０
ｚｉｔ　ｉ（ｉ∈Ｎ）分

别为Ａ 序列和Ｚ序列的发生函数［５］，则

ｄ（ｔ）＝
１

１－ｔＺ（ｈ（ｔ））
，　ｈ（ｔ）＝ｔＡ（ｈ（ｔ））　

（５）

　　Ｂａｃｃｈｅｒｉｎｉ等［６］给出了一种刻画Ｒｉｏｒｄａｎ矩 阵

的方法：无限下三角矩阵Ｄ＝（ｄｎ，ｋ）ｎ，ｋ∈Ｎ是Ｒｉｏｒｄａｎ
矩阵当且仅当存在矩阵（αｉ，ｊ）ｉ，ｊ∈Ｎ（α０，０≠０）和序 列

（ρｊ）ｊ∈Ｎ使得

ｄｎ＋１，ｋ＋１＝∑
ｉ≥０
∑
ｊ≥０
αｉ，ｊｄｎ－ｉ，ｋ＋ｊ＋∑

ｊ≥０
ρｊｄｎ＋１，ｋ＋ｊ＋２

（６）

矩阵（αｉ，ｊ）ｉ，ｊ∈Ｎ叫 做 Ｒｉｏｒｄａｎ矩 阵Ｄ 的Ａ－矩 阵，如

果用Ｐ［０］（ｔ），Ｐ［１］（ｔ），Ｐ［２］（ｔ）…表示Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵

Ｄ 的Ａ－矩阵第０，１，２…行的发生函数则Ｐ［ｉ］（ｔ）＝
αｉ，０＋αｉ，１ｔ＋αｉ，２ｔ　２＋αｉ，３ｔ　３＋…

设序列（ρｊ）ｊ∈Ｎ的发生函数为Ｑ（ｔ），则有

ｈ（ｔ）
ｔ ＝∑

ｉ≥０
ｔ　ｉ　Ｐ［ｉ］（ｈ（ｔ））＋

ｈ（ｔ）２

ｔ Ｑ（ｈ（ｔ））　（７）

对于第０列的发生函数的定义类似于式（７）有

ｄｎ＋１，０＝∑
ｉ≥０
∑
ｊ≥０
ζｉ，ｊｄｎ－ｉ，ｊ＋∑

ｊ≥０
σｊｄｎ＋１，ｊ＋２ （８）

类 似 于 矩 阵（αｉ，ｊ）ｉ，ｊ∈Ｎ，用 Ｒ［０］（ｔ），Ｒ［１］（ｔ），Ｒ［２］

（ｔ），…表示矩阵（ζｉ，ｊ）ｉ，ｊ∈Ｎ第０，１，２，…行的发生函

数，则Ｒ［ｉ］（ｔ）＝ζｉ，０＋ζｉ，１ｔ＋ζｉ，２ｔ　
２＋ζｉ，３ｔ　

３＋…

设序列（σｊ）ｊ∈Ｎ 的发生函数为Ｓ（ｔ）＝∑
ｊ≥０
σｊｔ　ｊ，

则有

　　ｄ（ｔ）＝
ｄ０，０

１－∑
ｉ≥０
ｔ　ｉ＋１　Ｒ［ｉ］（ｈ（ｔ））－ｈ（ｔ）Ｓ（ｈ（ｔ））

（９）
这样就得到了Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵Ｄ＝（ｄ（ｔ），ｈ（ｔ））．

定义１　从（０，０）到（ｎ，０）允许的步为上步Ｕ＝
（１，１），下步Ｄ＝（１，－１），及水平步Ｈ１＝（１，０），且

在ｘ 轴 上 方 的 格 路 叫 做 一 个 长 度 为ｎ 的 Ｍｏｔｚｋｉｎ
路，而长度为ｎ的 Ｍｏｔｚｋｉｎ路的个数记为Ｍｎ，叫做

Ｍｏｔｚｋｉｎ数［７］．
定义２　从（０，０）到（ｎ，０）允许的步为上步Ｕ＝

（１，１），下步Ｄ＝（１，－１），及 水 平 步 Ｈ１＝（１，０）和

Ｈ２＝（２，０），且在ｘ轴上方的格路叫做一个长度为

ｎ的２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路［３］．如果一个长度为ｎ的２－Ｍｏｔｚ－
ｋｉｎ路可以到达ｘ 轴下方称 为 一 个 长 度 为ｎ的ｓｕ－
ｐｅｒ　２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路．

２　Ｐａｓｃａｌ菱形与２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路

Ｐａｓｃａｌ三角形可以用一个无限下三角矩阵的形

式表示，但是Ｐａｓｃａｌ菱形用一个无限下三角矩阵无

法完全表示［８］，所以本文将Ｐａｓｃａｌ菱形从中间劈开

取其右半部分正好构成一个无限下三角矩阵［９］，发

现这个无限下三角矩阵Ｔ＝（ｒｉ，ｊ）∞ｉ，ｊ＝０是一个Ｒｉｏｒ－
ｄａｎ矩阵．

Ｔ＝（ｄ（ｔ），ｈ（ｔ））＝

１　 ０　 ０　 ０　 ０ …

１　 １　 ０　 ０　 ０ …

４　 ２　 １　 ０　 ０ …

９　 ８　 ３　 １　 ０ …
     

烄

烆

烌

烎
　　定理１　矩阵Ｔ＝（ｒｉ，ｊ）ｉ，ｊ∈Ｎ可以表示成如下形

式：

Ｔ＝
１

（１－ｔ－ｔ　２）２－４ｔ槡 ２
，（

１－ｔ－ｔ　２－ （１－ｔ－ｔ　２）２－４ｔ槡 ２

２ｔ ）　（１０）
　　证明　根据式（１）给出的递推关系，取其右半部

分的递推关系式

ｒｉ＋１，ｊ＋１＝ｒｉ，ｊ＋ｒｉ，ｊ＋１＋ｒｉ，ｊ＋２＋ｒｉ－１，ｊ＋１
　　　　　ｉ≥１，ｊ＞０
ｒｉ＋１，０＝ｒｉ，０＋２ｒｉ，１＋ｒｉ－１，０　　ｉ≥１

利用Ａ－矩阵的定义，有

　　Ｐ［０］（ｔ）＝α０，０＋α０，１ｔ＋α０，２ｔ　２＝１＋ｔ＋ｔ　２

·１５１·第２期　　　　　　　　　　　　　　　杨胜良等：Ｐａｓｃａｌ菱形与Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵　　　　　　　　　　　　　 　　　　　



Ｐ［１］（ｔ）＝α１，０＋α１，１ｔ＝ｔ
Ｒ［０］（ｔ）＝ζ０，０＋ζ０，１ｔ＋ζ０，２ｔ　

２＝１＋２ｔ
Ｒ［１］（ｔ）＝ζ１，０＋ζ１，１ｔ＝１

Ｓ（ｔ）＝０，Ｑ（ｔ）＝０，求得

ｈ（ｔ）＝
１－ｔ－ｔ　２－ （１－ｔ－ｔ　２）２－４ｔ槡 ２

２ｔ

ｄ（ｔ）＝
１

（１－ｔ－ｔ　２）２－４ｔ槡 ２

　　组合解释：ｒｉ，ｊ表示从（０，０）到（ｉ，ｊ）的ｓｕｐｅｒ　２－
Ｍｏｔｚｋｉｎ路的个数，它 满 足 的 递 推 关 系 式 如 图３所

示．

图３　２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路的部分递推关系式

Ｆｉｇ．３　Ｐａｒｔｉａｌｌｙ　ｒｅｃｕｒｒｅｄ　ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　２－Ｍｏｔｚｋｉｎ　ｐａｔｈ

推论１　矩阵Ｔ中元素的一般表达式为

ｒｉｊ＝

∑
ｉ－ｊ
２

ｍ＝０
∑

ｉ－ｊ－２　ｍ

ｌ＝０

ｊ＋２ｍ＋ｌ
ｌ（ ） ｌ

ｉ－ｊ－２ｍ－ｌ（ ）２ｍ＋ｊｍ（ ）
（１１）

　　 证 明 　 将 矩 阵 Ｔ 分 解 （ｄ（ｔ），ｈ（ｔ））＝
１

１－ｔ－ｔ　２
，（ ｔ
１－ｔ－ｔ２）（Ｂ（ｔ　２），ｔＣ（ｔ　２））其 中Ｂ（ｔ），

Ｃ（ｔ）分别为中心二项式系数和Ｃａｔａｌａｎ数的发生函

数，根据矩阵的分解求Ｔ中元素的一般表达式

ｒｉｊ＝

∑
ｉ

ｋ＝ｊ

［ｔ　ｉ］ｔ　ｋ（１－ｔ－ｔ　２）－ｋ－１［ｚｋ］ｚｊ　Ｂ（ｚ２）Ｃ（ｚ２）ｊ＝

∑
ｉ－ｊ
２

ｍ＝０
∑

ｉ－ｊ－２　ｍ

ｌ＝０

ｊ＋２ｍ＋ｌ

ｌ

烄

烆

烌

烎

ｌ

ｉ－ｊ－２ｍ－ｌ

烄

烆

烌

烎

２ｍ＋ｊ

ｍ

烄

烆

烌

烎

　　根据图３可以将ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱形表示

成矩阵的形 式（ｓｉ，ｊ）ｉ，ｊ∈Ｎ，下 面 给 出 其 关 于２－Ｍｏｔｚ－
ｋｉｎ路的组合解释．

定理２　ｓｉ，ｊ是从（０，０）到（ｉ，ｊ）的２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路

的个数，则 矩 阵（ｓｉ，ｊ）ｉ，ｊ∈Ｎ可 以 表 示 成 以 下 的 Ｒｉｏｒ－
ｄａｎ矩阵的形式

（ｄ１（ｔ），ｈ１（ｔ））＝

１－ｔ－ｔ　２－ （１－ｔ－ｔ　２）２－４ｔ槡 ２

２ｔ　２
，

烄
烆

１－ｔ－ｔ　２－ （１－ｔ－ｔ　２）２－４ｔ槡 ２

２ｔ ）
其证明与定理１类似．

推论２　矩 阵（ｄ１（ｔ），ｈ１（ｔ））的 元 素 的 一 般 表

达式为

ｓｉｊ＝∑
ｉ－ｊ
２

ｍ＝０
∑

ｉ－ｊ－２　ｍ

ｌ＝０

ｊ＋１
２ｍ＋ｊ＋１

×

ｊ＋２ｍ＋ｌ

ｌ
烄

烆

烌

烎

ｌ

ｉ－ｊ－２ｍ－ｌ
烄

烆

烌

烎

２ｍ＋ｊ＋１

ｍ
烄

烆

烌

烎
＝

∑
ｉ－ｊ
２

ｍ＝０

ｊ＋１
２ｍ＋ｊ＋１

２ｍ＋ｊ＋１

ｍ
烄

烆

烌

烎
Ｆ（ｊ＋２　ｍ＋１）
ｉ－ｊ－２　ｍ＋１

其中：Ｆ（ｊ＋２　ｍ＋１）
ｉ－ｊ－２　ｍ＋１是Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数的卷积［１０］．

３　广义的Ｐａｓｃａｌ菱形与加权２－Ｍｏｔｚ－
ｋｉｎ路

给２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路的上步Ｕ＝（１，１）加上权１，水

平步Ｈ１＝（１，０）加上权ａ，水平步Ｈ２＝（２，０）加上

权ｂ，下 步Ｄ＝（１，－１）加 上 权１，得 到 了 加 权２－
Ｍｏｔｚｋｉｎ路［１１］．利用递推关系和Ａ－矩阵的方法可以

得到以下结果．
定理３　设ｆ（ａ，ｂ）

ｉｊ 是从（０，０）到（ｉ，ｊ）的加权ｓｕ－
ｐｅｒ　２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路的个数，则矩阵（ｆ（ａ，ｂ）

ｉｊ ）ｉｊ∈Ｎ可以表

示成以下的Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的形式

（ｆ（ａ，ｂ）（ｔ），ｇ（ａ，ｂ）（ｔ））＝
１

（１－ａｔ－ｂｔ　２）２－４ｔ槡 ２
，（

　　１－ａｔ－ｂｔ　
２－ （１－ａｔ－ｂｔ　２）２－４ｔ槡 ２

２ｔ ）
　　定理３中给出了加权的Ｐａｓｃａｌ菱形的Ｒｉｏｒｄａｎ
矩阵表示，下面的例子中将给出权取具体值时的对

应的Ｐａｓｃａｌ菱形．
推论３　矩阵（ｆ（ａ，ｂ）（ｔ），ｇ（ａ，ｂ）（ｔ））中元素的一

般表达式为

ｆ（ａ，ｂ）
ｉｊ ＝∑

ｉ－ｊ
２

ｍ＝０
∑

ｉ－ｊ－２　ｍ

ｌ＝０
ａ（ｉ－ｊ－２　ｍ－２ｌ）ｂｌ×

ｉ－ｌ

ｉ－ｊ－２ｍ－ｌ
烄

烆

烌

烎

ｉ－ｊ－２ｍ－ｌ

ｌ
烄

烆

烌

烎

２ｍ＋ｊ
ｍ

烄

烆

烌

烎
＝

∑
ｉ－ｊ
２

ｍ＝０
∑

ｉ－ｊ－２　ｍ

ｌ＝０
ａ（ｉ－ｊ－２　ｍ－２ｌ）ｂｌ

２ｍ＋ｊ
ｍ

烄

烆

烌

烎
Ｆ（ｊ＋２　ｍ＋１）
ｉ－ｊ－２　ｍ＋１

　　例１　当ｂ＝０，ａ＝１时，Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的表达式

为
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（ｆ（１，０）（ｔ），ｇ（１，０）（ｔ））＝

１
（１－ｔ）２－４ｔ槡 ２

，１－ｔ－ （１－ｔ）２－４ｔ槡 ２

２ｔ
烄

烆

烌

烎

矩阵中元素的一般表达式为

ｆ（１，０）
ｉｊ ＝∑

ｉ－ｊ
２

ｍ＝０

ｉ
ｉ－ｊ－２ｍ（ ）２ｍ＋ｊｍ（ ）

它对应的Ｐａｓｃａｌ菱形如图４所示．
１

１　 １　 １
１　 ２　 ３　 ２　 １

１　 ３　 ６　 ７　 ６　 ３　 １
        

图４　Ｐａｓｃａｌ菱形（ｆ（１，０）
ｉｊ ）

Ｆｉｇ．４　Ｐａｓｃａｌ　ｒｈｏｍｂｕｓ（ｆ（１，０）
ｉｊ ）

定理４　设ｄ（ａ，ｂ）
ｉｊ 表示从（０，０）到（ｉ，ｊ）的 加 权

２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路的个数，则矩阵（ｄ（ａ，ｂ）
ｉｊ ）ｉｊ∈Ｎ可以表示成

以下的Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的形式

（ｄ（ａ，ｂ）
ｉｊ ）ｉｊ∈Ｎ＝

　　 １－ａｔ－ｂ　ｔ　
２－ （１－ａｔ－ｂ　ｔ　２）２－４ｔ槡 ２

２ｔ　２
，

烄
烆

　　１－ａｔ－ｂ　ｔ　
２－ （１－ａｔ－ｂ　ｔ　２）２－４ｔ槡 ２

２ｔ ）
　　推论４　矩阵（ｄ（ａ，ｂ）（ｔ），ｈ（ａ，ｂ）（ｔ））元素的一般

表达式为

ｄ（ａ，ｂ）
ｉｊ ＝∑

ｉ－ｊ
２

ｍ＝０
∑

ｉ－ｊ－２　ｍ

ｌ＝０

（ｊ＋１）ａ（ｉ－ｊ－２　ｍ－２ｌ）ｂｌ

２ｍ＋ｊ＋１
×

ｉ－ｌ

ｉ－ｊ－２ｍ－ｌ

烄

烆

烌

烎

ｉ－ｊ－２ｍ－ｌ

ｌ

烄

烆

烌

烎

２ｍ＋ｊ＋１

ｍ

烄

烆

烌

烎
＝

∑
ｉ－ｊ
２

ｍ＝０
∑

ｉ－ｊ－２　ｍ

ｌ＝０

（ｊ＋１）ａ（ｉ－ｊ－２　ｍ－２ｌ）ｂｌ

２ｍ＋ｊ＋１
２ｍ＋ｊ＋１

ｍ

烄

烆

烌

烎
Ｆ（ｊ＋２　ｍ＋１）
ｉ－ｊ－２　ｍ＋１

　　例２　当ｂ＝０，ａ＝１时，Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的表达式

为

（ｄ１，０（ｔ），ｈ（１，０）（ｔ））＝

１－ｔ－ （１－ｔ）２－４ｔ槡 ２

２ｔ２
，１－ｔ－ （１－ｔ）２－４ｔ槡 ２

２ｔ
烄
烆

烌
烎

矩阵中元素的一般表达式为

ｄ（１，０）
ｉ，ｊ ＝∑

ｉ－ｊ
２

ｍ＝０

ｊ＋１
２ｍ＋ｊ＋１

ｉ

ｉ－ｊ－２ｍ
烄

烆

烌

烎

２ｍ＋ｊ＋１

ｍ
烄

烆

烌

烎

　　得到矩阵的第０列是 Ｍｏｔｚｋｉｎ数（１，１，２，４，９，
…），对应的ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱形如图５所示．

１
１ １
２　 ２　 １
４　 ５　 ３　 １
    

图５　Ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱形（ｄ（１，０）ｉ，ｊ ）

Ｆｉｇ．５　Ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ　ｒｈｏｍｂｕ（ｄ（１，０）ｉ，ｊ ）

　　例３　当ａ＝０，ｂ＝１时，其 对 应 的Ｒｉｏｒｄａｎ矩

阵（ｄ（０，１）（ｔ），ｈ（０，１）（ｔ））＝（ｄ（０，１）
ｉ，ｊ ）ｉ，ｊ∈Ｎ为

（ｄ（０，１）（ｔ），ｈ（０，１）（ｔ））＝ １－ｔ　
２－ （１－ｔ　２）２－４ｔ槡 ２

２ｔ　２
，

烄
烆

１－ｔ　２－ （１－ｔ　２）２－４ｔ槡 ２

２ｔ ）
矩阵中元素的一般表达式为

ｄ（０，１）
ｉ，ｊ ＝∑

ｉ－ｊ
２

ｍ＝０

１＋（－１）ｉ－ｊ－２　ｍ

２
·

ｊ＋１
２ｍ＋ｊ＋１

ｉ＋ｊ＋２ｍ
２

ｉ－ｊ－２ｍ
２

烄

烆

烌

烎

２ｍ＋ｊ＋１
ｍ（ ）

从矩阵中可以 得 到 第０列 为 充 气 后 的Ｓｃｈｒ̈ｏｄｅｒ数

（１，０，２，０，６，０，…）．
若给２－Ｍｏｔｚｋｉｎ路再加一个步Ｈ３＝（３，０）得到

３－Ｍｏｔｚｋｉｎ路［１２］，利 用 ３－Ｍｏｔｚｋｉｎ 路 和 ｓｕｐｅｒ　３－
Ｍｏｔｚｋｉｎ路 给 出 相 应 的Ｐａｓｃａｌ菱 形（图６）和ｌｅｆｔ－
ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱形（图７）的Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵形式，并
且给出矩阵中一般元素的表达式．

１
１　 １　 １

１　 ２　 ４　 ２　 １
１　 ３　 ８　 １０　 ８　 ３　 １

        

图６　Ｐａｓｃａｌ菱形（ｈ（３）ｉｊ ）

Ｆｉｇ．６　Ｐａｓｃａｌ　ｒｈｏｍｂｕｓ（ｈ（３）ｉｊ ）

１
１ １
３　 ２　 １
７　 ７　 ３　 １
    

图７　Ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ菱形（ｈｉｊ）

Ｆｉｇ．７　Ｌｅｆｔ－ｂｏｕｎｄｅｄ　Ｐａｓｃａｌ　ｒｈｏｍｂｕｓ（ｈｉｊ）

定理５　设ｈ（３）
ｉｊ 表 示 从（０，０）到（ｉ，ｊ）的ｓｕｐｅｒ

３－Ｍｏｔｚｋｉｎ路 的 个 数，则 矩 阵（ｈ（３）
ｉｊ ）ｉｊ∈Ｎ可 以 表 示 成

以下的Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的形式

（ｄ（３）
３ （ｔ），ｈ（３）

３ （ｔ））＝
１

（１－ｔ－ｔ　２－ｔ　３）２－４ｔ槡 ２
，（
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　　１－ｔ－ｔ　
２－ｔ　３－ （１－ｔ－ｔ　２－ｔ　３）２－４ｔ槡 ２

２ｔ ）
其元素的一般表达式为

ｈ（３）
ｉｊ ＝∑

ｉ－ｊ
２

ｍ＝０
　 ∑
ｐ１＋２ｐ２＋３ｐ３＝ｉ－ｊ－２　ｍ

×

ｑ
ｐ１，ｐ２，ｐ３（ ）ｊ＋２ｍ＋ｑｑ（ ）２ｍ＋ｊｍ（ ） （１２）

式中：ｑ＝ｐ１＋ｐ２＋ｐ３．
定理６　 设ｈｉｊ表示从（０，０）到（ｉ，ｊ）的３－Ｍｏｔｚ－

ｋｉｎ路的个 数，则 矩 阵（ｈｉｊ）ｉｊ∈Ｎ可 以 表 示 成 以 下 的

Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的形式

１
ｔｈ

（３）
３ （ｔ），ｈ（３）

３ （ｔ）（ ） （１３）

其元素的一般表达式为

ｈｉｊ＝∑
ｉ－ｊ
２

ｍ＝０
∑

ｐ１＋２ｐ２＋３ｐ３＝ｉ－ｊ－２　ｍ

ｊ＋１
２ｍ＋ｊ＋１

×

ｑ
ｐ１，ｐ２，ｐ３（ ）ｊ＋２ｍ＋ｑｑ（ ）２ｍ＋ｊ＋１ｍ（ ）

式中：ｑ＝ｐ１＋ｐ２＋ｐ３．
将 Ｍｏｔｚｋｉｎ路的水平步由开始的Ｈ１（１，０），添

加水平步Ｈ２（２，０），Ｈ３（３，０），…，一直添加无穷步，
有趣的是得到一个比较简单的Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵：

（ｄ∞（ｔ），ｈ∞（ｔ））＝ １－２ｔ－ １－４ｔ＋８ｔ　３－４ｔ槡 ４

２ｔ　２（１－ｔ）
，

烄
烆

１－２ｔ－ １－４ｔ＋８ｔ　３－４ｔ槡 ４

２ｔ（１－ｔ） ）
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