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摘要：基于库伦理论的平面滑裂面假设及极限平衡理论，假定有限土体水平，支护结构垂直，再依据有限土体的宽

度ｂ０（支护结构与已有建筑的距离）与三角滑动楔体之间的宽度ｂ之间的相对关系推导了改进的主动土压力计算

公式．分析外摩擦角和支护结构与土体之间的黏着力对滑动土体破裂角以及主动土压力的影响，并提出广义主动土

压力系数观点．通过算例对比，结果表明本次提出的计算公式更接近实际，考虑外摩擦角和黏着力的作用有利于节

约成本．
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　　随着城市建设的快速推进，越来越多的建筑需
要在其他已建建筑周围来建设，这就使得基坑围护
结构会遇到有限土体土压力的计算问题．朗肯土压
力理论和库伦土压力理论是最经典的两种土压力理

论［１］，但是其都采用的是半无限土体的假设条件，已
有一些学者［２－３］指出直接利用经典土压力公式计算

有限土体的主动土压力并不合适．王闫超、杨明辉、

　　收稿日期：２０１８－１２－３０
　　基金项目：教育部长江学者创新团队支持计划（ＩＲＴ－１７Ｒ５１）
　　作者简介：朱彦鹏（１９６０－），男，甘肃宁县人，教授，博导．

刘忠玉等［４－６］仅对有限无黏性土体主动土压力的计

算作了一些分析和探讨，但实际工程中更多的土体
为黏性土．马平等［７］基于极限平衡理论及平面滑裂
面假定，在考虑土黏聚力及有限土体宽度的基础上，
推导了有限土体主动土压力的计算公式，建立了土
体滑裂面剪切破坏角的数学表达式，但其模型并未
考虑土体与支护结构之间的摩擦力以及支护结构与

土体之间的黏着力．宁源等［８］基于极限平衡理论及
平面滑裂面假定，在考虑地下室侧壁与有限土体间
的相互作用力以及填土裂缝的基础上，推导了有限
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黏性土体主动土压力计算公式，但其并未考虑支护
结构与土体之间的黏着力，事实上支护结构与土体
之间的黏着力对主动土压力有十分重要的影响［９－１０］．
库伦土压力理论一般是根据土体处于极限平衡

状态并形成滑动楔体来计算土压力，在考虑了支护
结构与滑动主体之间黏着力的基础上，根据有限土
体的宽度（即支护结构离已有建筑的距离）与三角滑
动楔体的宽度之间的相对关系，推导了三角楔体模
型计算公式和梯形体模型计算公式；对比分析了外
摩擦角和黏着力对半无限及有限土体的主动土压力

及破裂角的影响，提出了广义主动土压力系数的观
点，给出了利用 ＭＡＴＬＡＢ计算的一个简单示例．

１　计算模型及公式推导

以三角滑动楔体的宽度ｂ（ｂ＝Ｈ／ｔａｎα或者ｂ＝
Ｈ／ｔａｎθ）与支护结构到已有构筑物的距离ｂ０ 的相对
距离来判断采用何种模型．当ｂ＜ｂ０ 时采用图１的三
角楔体模型；当ｂ＞ｂ０ 时采用图２的梯形体模型．

图１　三角楔体计算模型及受力分析

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｗｅｄｇｅ　ｆｏｒ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ａｎｄ

ａｎａｌｙｓｅｓ　ｏｆ　ｆｏｒｃｅｓ

１．１　模型假设

１）支护结构墙背垂直不光滑；

２）填土面水平；

３）土体向支护结构滑动；

４）已有构筑物（地下室外墙等）埋深大于支护
结构埋深；

　　５）忽略已有构筑物对滑动土体的侧壁反力以

图２　梯形体计算模型及受力分析

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌ　ｓｈａｐｅ　ｆｏｒ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ａｎｄ

ａｎａｌｙｓｅｓ　ｏｆ　ｆｏｒｃｅｓ

及它们之间的摩擦力（作此假设是因为当支护结构
受到滑动土体的主动土压力时可认为此有限土体与

已有构筑物已经脱离，故可忽略二者之间的作用
力）．
１．２　ｂ＜ｂ０ 时的公式推导
模型如图１所示，其中ｂ０ 为支护结构距离已有

建筑物的距离，ｂ表示滑裂土体的宽度，Ｅａ 表示支
护结构对滑裂土体的支持力（支护结构所受的主动
土压力），δ表示支护结构与滑裂土体之间的外摩擦
角，ｃ表示填土的黏聚力，φ 表示土体的内摩擦角，

ｃｗ 为支护结构背部的黏着力，Ｇ 为滑裂土体的重量
（每延米重量），Ｎ 为不动土体对滑裂土体的支持反
力．
沿ＢＣ方向建立力的平衡方程：

Ｅａｃｏｓ（α－δ）＋ｃｗＨｓｉｎα＋Ｎｓｉｎφ＋ｃ
Ｈ
ｓｉｎα＝

Ｇｓｉｎα （１）

　　沿垂直ＢＣ方向建立力的平衡方程：

Ｎｃｏｓφ＋ｃｗＨｃｏｓα＝Ｇｃｏｓα＋Ｅａｓｉｎ（α－δ）
（２）

　　三角滑楔体ＡＢＣ的重力可表示为

Ｇ＝
１
２
Ｈ Ｈ
ｔａｎαγ

（３）

则由式（１～３）可得

Ｅａ＝

１
２γＨ

２（ｓｉｎαｃｏｓα－ｔａｎφｃｏｓ　
２α）－ｃＨ－ｃｗＨ（ｓｉｎ２α－ｔａｎφｓｉｎαｃｏｓα）

ｓｉｎα［ｔａｎφｓｉｎ（α－δ）＋ｃｏｓ（α－δ）］
（４）

进一步化为

Ｅａ＝
１
２γＨ

２

（ｓｉｎαｃｏｓα－ｔａｎφｃｏｓ　
２α）－

２
γＨ
［ｃ＋ｃｗ（ｓｉｎ２α－ｔａｎφｓｉｎαｃｏｓα）］

ｓｉｎα［ｔａｎφｓｉｎ（α－δ）＋ｃｏｓ（α－δ）］
（５）

令

Ｋａ＝
（ｓｉｎαｃｏｓα－ｔａｎφｃｏｓ　

２α）－
２
γＨ
［ｃ＋ｃｗ（ｓｉｎ２α－ｔａｎφｓｉｎαｃｏｓα）］

ｓｉｎα［ｔａｎφｓｉｎ（α－δ）＋ｃｏｓ（α－δ）］
（６）
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则式（５）简化为

Ｅａ＝
１
２γＨ

２　Ｋａ （７）

　　若令式（６）中的ｃ和ｃｗ 均为０，可以得到与墙背
垂直及填土面水平的库伦主动土压力的主动土压力

系数相同的结果，故可说明此公式的正确性．
１．３　ｂ＞ｂ０ 时的公式推导
模型如图２所示，其各物理量的意义与图１中

的一样，这里不再赘述．
沿ＣＤ 方向建立力的平衡方程：

ｃ
ｂ０
ｃｏｓθ＋

Ｎｓｉｎφ＋Ｅａｃｏｓ（θ－δ）＋ｃｗＨｓｉｎθ＝

Ｇｓｉｎθ （８）

　　沿垂直ＣＤ 方向建立力的平衡方程：

Ｎｃｏｓφ＋ｃｗＨｃｏｓθ＝Ｇｃｏｓθ＋Ｅａｓｉｎ（θ－δ）
（９）

　　梯形体ＡＢＣＤ 的重力可表示为

Ｇ＝γｂ０ Ｈ －
ｂ０
２
ｔａｎα（ ） （１０）

则由式（８～１０）可得

　　　　　　　Ｅａ＝
ｂ０γ Ｈ－

１
２ｂ０ｔａｎθ（ ）－ｃｗＨ［ ］（ｓｉｎ２θ－ｔａｎφｓｉｎθｃｏｓθ）－ｃＨ
ｓｉｎθ［ｔａｎφｓｉｎ（θ－δ）＋ｃｏｓ（θ－δ）］

（１１）

进一步化为

　　　　　　　Ｅａ＝
１
２γＨ

２
（２ｂ０γＨ－γｂ０２ｔａｎθ－２ｃｗＨ）（ｓｉｎθ－ｔａｎφｃｏｓθ）－２ｃＨｃｓｃθ

γＨ２［ｔａｎφｓｉｎ（θ－δ）＋ｃｏｓ（θ－δ）］
（１２）

令

　　　　　　　Ｋａ＝
（２ｂ０γＨ－γｂ０２ｔａｎθ－２ｃｗＨ）（ｓｉｎθ－ｔａｎφｃｏｓθ）－２ｃＨｃｓｃθ

γＨ２［ｔａｎφｓｉｎ（θ－δ）＋ｃｏｓ（θ－δ）］
（１３）

则式（１３）简化为

Ｅａ＝
１
２γＨ

２　Ｋａ （１４）

１．４　关于主动土压力系数
由式（６）可以看出半无限土体主动土压力系数

Ｋａ与支护结构高度Ｈ，土体参数ｃ、φ、γ，以及支护
结构黏着力ｃｗ，以及支护结构与土体之间的外摩擦
角δ有关．由式（１３）也可以看出有限土体主动土压
力系数Ｋａ与支护结构高度 Ｈ，支护结构与已有建
筑的距离ｂ０，土体参数ｃ、φ、γ，支护结构黏着力ｃｗ，
以及支护结构与土体之间的外摩擦角δ有关，故可
称Ｋａ为广义主动土压力系数．
另外，从量纲分析的角度来看，主动土压力系数

计算的式（６）和式（１３）也是正确的．

２　求解主动土压力

一般求解主动土压力的做法是：将已知的参数
全部代入Ｅａ的表达式后得到Ｅａ与α（或θ）之间的
函数关系式，此时令ｄＥａ／ｄα＝０（或ｄＥａ／ｄθ＝０）可
以求得α（或θ）的值，然后代回Ｅａ 的表达式就可以
求得主动土压力．但是，Ｅａ对α（或θ）的导数手算比
较困难，此时可以借助 ＭＡＴＬＡＢ中的ｄｉｆｆ函数和

ｓｏｌｖｅ函数来帮助求解，也可以利用求函数极大值的
命令格式（［ｘ，ｍａｘｆ］＝ｆｍｉｎｂｎｄ（－ｆ，ａ，ｂ）；ｍａｘｆ＝
－ｍａｘｆ）直接计算出极值点和极大值．
在下面的实例计算中，会给出利用求函数极大

值的命令格式来计算主动土压力的 ＭＡＴＬＡＢ示

例，此后的计算可以套用本文的计算代码．
另外，虽然未推导出破裂角的数学表达式，但是

从式（５）可以看出破裂角α与Ｈ、ｃ、φ、γ、ｃｗ、ｂ０、δ
均有关系，从式（１２）可以看出破裂角α与Ｈ、ｃ、φ、

γ、ｃｗ、ｂ０、δ均有关系，这说明破裂角是个变量．

３　实例计算

基于极限平衡理论及平面滑裂面假定，考虑支
护结构背部的黏着力以及滑动土体与不动土体界面

上的黏聚力，计算主动土压力．在以下实例中，假定
土体的黏聚力，进而研究外摩擦角的不同取值以及
支护结构背部的黏着力的不同取值对Ｋａ、α（θ）及

Ｅａ的影响．
３．１　δ的不同取值对Ｋａ、α（或θ）及Ｅａ的影响

１）取γ＝１８ｋＮ／ｍ３，ｃ＝１２ｋＰａ，φ＝２０°，Ｈ＝
１０ｍ，ｃｗ＝８ｋＰａ，ｂ０＝９ｍ．
由于在δ取不同值时计算出的滑动土体的宽度

ｂ均小于９ｍ，因而表１的计算是按照式（４～７）得
到的．

表１　Ｋａ、α和Ｅａ随δ变化的计算结果

Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｋａ，αａｎｄ　Ｅａｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆδ

δ
／（°）

模型参数

Ｋａ
α
／（°）

Ｅａ／（ｋＮ·

ｍ－１）

δ
／（°）

模型参数

Ｋａ
α
／（°）

Ｅａ／（ｋＮ·

ｍ－１）

０　 ０．２４５　２　５１．６４　 ２２０．６８　 １２　０．２２２　４　５０．１０　 ２００．１６
５　 ０．２３３　７　５０．９５　 ２１０．３３　 １５　０．２１９　０　４９．７７　 １９７．１０
８　 ０．２２８　３　５０．５７　 ２０５．４７　 １８　０．２１６　４　４９．４５　 １９４．７６
１０　０．２２５　１　５０．３３　 ２０２．５７　 ２０　 ０．２１５０　４９．２５　 １９３．５０
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　　２）取γ＝１８ｋＮ／ｍ３，ｃ＝１２ｋＰａ，φ＝２０°，Ｈ＝
１０ｍ，ｃｗ＝８ｋＰａ，ｂ０＝６ｍ．
由于δ取不同值时计算出的滑动土体的宽度ｂ

均大于６ｍ，因而表２的计算是按照式（１１～１４）得
到的．

表２　Ｋａ、θ和Ｅａ随δ变化的计算结果

Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｋａ，αａｎｄ　Ｅａｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆδ

δ
／（°）

模型参数

Ｋａ
α
／（°）

Ｅａ／（ｋＮ·

ｍ－１）

δ
／（°）

模型参数

Ｋａ
α
／（°）

Ｅａ／（ｋＮ·

ｍ－１）

０　 ０．２３２　８　５６．３８　 ２０９．５２　 １２　０．２０６　１　５５．６８　 １８５．４９
５　 ０．２１９　６　５６．０８　 １９７．６４　 １５　０．２０１　８　５５．５３　 １８１．６２
８　 ０．２１３　２　５５．９０　 １９１．８８　 １８　０．１９８　２　５５．３７　 １７８．３８
１０　０．２０９　５　５５．７９　 １８８．５５　 ２０　０．１９６　２　５５．２７　 １７６．５８

从表１、表２以及图３～５可以看出，随着δ的
增大，广义主动土压力系数Ｋａ、主动土压力Ｅａ 以
及破裂角α都在逐渐减小，这说明外摩擦角δ的存
在有利于支护结构的稳定，在计算中予以考虑有利
于节约成本．

图３　Ｋａ随δ的变化关系曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　Ｋａｖｅｒｓｕｓδ

图４　α（或θ）随δ的变化关系曲线

Ｆｉｇ．４　Ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆα（ｏｒθ）ｖｅｒｓｕｓδ

由图４可以看出相同条件下梯形体模型计算出
的破裂角θ大于三角楔体模型计算出的破裂角α．另
外，随着外摩擦角δ的变化，破裂角α（θ）的变化幅
度比较小．
对比表１和表２可以发现如果当ｂ＞ｂ０ 时不使

图５　Ｅａ随δ的变化关系曲线

Ｆｉｇ．５　Ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　Ｅａｖｅｒｓｕｓδ

用更符合实际的梯形体模型，而采用三角楔体模型
计算时会产生大约５％～１０％的误差．
３．２　ｃｗ 的不同取值对Ｋａ、α（θ）及Ｅａ的影响

１）取γ＝１８ｋＮ／ｍ３，ｃ＝１２ｋＰａ，φ＝２０°，Ｈ＝

１０ｍ，δ＝φ２＝１０°
，ｂ０＝９ｍ．

由于在ｃｗ 取不同值时计算出的滑动土体的宽
度ｂ均小于９ｍ，因而表３的计算是按照式（４～７）
得到的．

表３　Ｋａ、α和Ｅａ随ｃｗ 变化的计算结果

Ｔａｂ．３　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｋａ，αａｎｄ　Ｅａｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃｗ

ｃｗ
／ｋＰａ

模型参数

Ｋａ
α
／（°）

Ｅａ／（ｋＮ·

ｍ－１）

ｃｗ
／ｋＰａ

模型参数

Ｋａ
α
／（°）

Ｅａ／（ｋＮ·

ｍ－１）

０　 ０．２７５　４　５３．１２　 ２４７．８６　 ９　 ０．２１９　２　５０．０１　 １９７．２８
３　 ０．２５６　０　５２．０３　 ２３０．４０　 １２　０．２０１　８　４９．０７　 １８１．６２
６　 ０．２３７　３　５０．９９　 ２１３．５７　 １５　０．１８４　９　４８．１７　 １６６．４１

２）取γ＝１８ｋＮ／ｍ３，ｃ＝１２ｋＰａ，φ＝２０°，Ｈ＝

１０ｍ，，δ＝φ２＝１０°
，ｂ０＝６ｍ．

由于ｃｗ 取不同值时计算出的滑动土体的宽度

ｂ均大于６ｍ，因而表４的计算是按照式（１１～１４）
得到的．

表４　Ｋａ、θ和Ｅａ随ｃｗ 变化的计算结果

Ｔａｂ．４　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｋａ，θａｎｄ　Ｅａｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃｗ

ｃｗ
／ｋＰａ

模型参数

Ｋａ
α
／（°）

Ｅａ／（ｋＮ·

ｍ－１）

ｃｗ
／ｋＰａ

模型参数

Ｋａ
α
／（°）

Ｅａ／（ｋＮ·

ｍ－１）

０　 ０．２６８　４　５７．０５　 ２４１．５６　 ９　 ０．２０２　３　５５．６２　 １８２．０７

３　 ０．２４６　０　５６．５９　 ２２１．４０　 １２　０．１８０　９　５５．１２　 １６２．８１

６　 ０．２２４　０　５６．１２　 ２０１．６０　 １５　０．１５９　９　５４．６０　 １４３．９１

由表３、表４以及图６～８可以看出，随着支护
结构背部黏着力ｃｗ 的增大，广义主动土压力系数

Ｋａ、主动土压力Ｅａ以及破裂角α均在逐渐减小，这
说明支护结构背部与滑动土体之间的黏着力有利于

支护结构的稳定．
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图６　Ｋａ随ｃｗ 的变化关系曲线

Ｆｉｇ．６　Ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　Ｋａｖｅｒｓｕｓ　ｃｗ

图７　α（或θ）随ｃｗ 的变化关系曲线

Ｆｉｇ．７　Ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆα （ｏｒθ）ｖｅｒｓｕｓ　ｃｗ

图８　Ｅａ随ｃｗ 的变化关系曲线

Ｆｉｇ．８　Ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　Ｅａｖｅｒｓｕｓ　ｃｗ

由图７可以看出，相同条件下梯形体模型计算出
的破裂角θ大于三角楔体模型计算出的破裂角θ．
对比表３和表４可以发现，如果当ｂ＞ｂ０ 时不

使用更符合实际的梯形体模型，而采用三角楔体模
型计算时会产生大约３％～１６％的误差．
３．３　ＭＡＴＬＡＢ计算示例
取一组参数作为示例利用 ＭＡＴＬＡＢ来计算，

其中取γ＝１８ｋＮ／ｍ３，ｃ＝１２ｋＰａ，φ＝２０°，Ｈ ＝
１０ｍ，ｃｗ＝８ｋＰａ，δ＝φ／２＝１０°．
将这些已知参数代入式（６）得

Ｋａ＝
（ｓｉｎαｃｏｓα－０．３６４ｃｏｓ２α）－１／９０［１２＋８（ｓｉｎ２α－０．１８２ｓｉｎ　２α）］

ｓｉｎα［０．３６４ｓｉｎ（α－０．１７５）＋ｃｏｓ（α－０．１７５）］

　　利用ｄｉｆｆ函数求得Ｋａ对α的导数表达式，然后
利用ｓｏｌｖｅ函数求得导数表达式对应方程在０～π／２
区间内的可能极值点α１、α２…，再利用ｅｚｐｌｏｔ函数
绘制Ｋａ与α在０～π／２区间内的关系图像来确定破
裂角α的取值（极大值所对应的极值点）．
本例计算出的α＝０．８７８　４＝５０．３３°，代入Ｋａ表

达式得到Ｋａ＝０．２２５　１，进而得

Ｅａ＝
１
２γＨ

２　Ｋａ＝２０２．５９ｋＮ／ｍ

４　结论

１）基于库伦理论的平面滑裂面假设及极限平
衡理论，综合考虑支护结构与土体之间的黏着力、摩
擦力及不动土体与滑动土体的黏聚力，根据有限土
体的宽度与三角滑动楔体宽度之间的相对关系，推
导出更符合实际情况的三角楔体与梯形体模型计算

公式．
２）提出广义主动土压力系数的观点，并指出广
义主动土压力系数及破裂角不仅与土体的物理参数

有关，而且与滑动土体的几何尺寸等有关．
３）举例分析支护结构与土体之间的黏着力，及
外摩擦角对于支护结构主动土压力及破裂角的影

响，分析表明，支护结构与土体之间的黏着力及外摩
擦角的存在使得主动土压力减小，在实际工程中考
虑其有利于节约成本．
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