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非线性本构关系下两端固定梁的弯曲变形

曲昭霞，赵永刚，秦慧峰
（兰州理工大学理学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要　基于经典梁理论和非线性本构关系，研究两端固定梁在横向分布载荷作用下的弯曲问题。首
先假设材料弹性模量是应变的线性函数，推导了本构关系非线性情况下弯曲问题的基本方程。运用
数值方法求解该支承条件下的弯曲问题无量纲方程的数值结果，分析了本构非线性参数和载荷对弯
曲变形的影响，将大挠度问题与小挠度问题结果进行了对比。结果表明：对于非线性本构关系材料
的梁的弯曲问题，即使在变形较小时也应采用大挠度方程求解。
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　　经典力学认为在构件的变形过程中材料的弹性
系数是不变的，即在弹性范围内应力－应变本构关系
是线性关系。实际上，材料的本构关系并非完全是线
性的。早在２０世纪６０年代末，研究者就注意到某些
材料具有明显的非线性本构关系，如陶瓷、石墨、混凝
土、多孔材料和一些有机材料、复合材料、软材料等。
相关的理论和实验研究表明材料的弹性系数在构件

的变形过程中是变化的，这一变化在主应力正负号发
生变化时最为明显，研究者把受拉和受压阶段的弹性
系数分别进行了线性化处理，认为在受拉和受压阶段
弹性系数分别为常数，由此建立了拉压不同弹性模量
理论，也称为双模量理论。苏联学者Ａｍｂａｒｔｓｕｍｙａｎ
在１９８２年完成了第一本关于该理论的著作《不同模
量弹性理论》［１］。近年来，国内外众多学者针对弹性
构件进行了大量的力学研究［２－１０］。
考虑连续变化的本构关系，认为材料的弹性系

数是应变的函数，对横向均布载荷作用下的梁的非
线性弯曲问题展开研究。通过数值结果讨论了本构
关系的非线性参数对梁弯曲变形的影响。

１　基本方程

我们研究一具有非线性应力－应变本构关系的

矩形截面梁的弹性弯曲问题。梁的长度为ｌ，横截
面高度为ｈ，宽度为ｂ，梁上承受铅垂方向分布载荷

ｑ的作用。基于几何中面建立直角坐标系Ｏｘｙｚ（见
图１），ｘ轴为梁的轴线，ｙ轴和ｚ轴分别选取了矩形
横截面的水平和铅垂对称轴。

图１　梁的结构和坐标系示意图
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１．１　几何关系
梁在发生弯曲变形时，几何中面上的轴向应变ε０为

ε０＝
ｄｕ
ｄｘ＋ｐ

·１
２
ｄｗ
ｄｘ（ ）２，　 （１）

其中：ｕ、ｗ 分别表示中面上的轴向和铅垂位移。若
乘子ｐ＝０，式（１）即为梁的小挠度弯曲的几何关系，
而乘子ｐ＝１时为大挠度弯曲情况。
对于非中面层上的任一点的变形情况，其应变
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１．２　 物理方程
在研究梁的弯曲变形时，假设材料的弹性模量

Ｅ是应变的函数，即Ｅ＝Ｅ（ε）。作为特例，研究时选
取了弹性模量是应变的线性函数，即

Ｅ（ε）＝Ｅ０＋Ｅ１ε，　 （３）

其中：Ｅ０ 是初始变形时材料的弹性模量；Ｅ１ 是材料
弹性模量随应变线性变化的参数，该参数体现了本
构关系的非线性特性。
梁弯曲变形时，横截面上的正应力为

σ＝Ｅ（ε）·ε＝（Ｅ０＋Ｅ１ε）ε＝Ｅ０（ε＋Ｅｒε２）， （４）

其中：Ｅｒ＝
Ｅ１
Ｅ０
是一个反映材料本构关系非线性程度

的无量纲参数。梁横截面上的内力为
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１．３　 静力学关系
当梁上承受如图１所示的横向分布载荷时，研

究微段的平衡，得到内力平衡方程为
ｄＦＮ

ｄｘ ＝０，　 （６）

ｄ２　Ｍ
ｄｘ２ ＝ｑ＋

ＦＮ
ｄ２　ｗ
ｄｘ２

。　 （７）

２　 对基本方程的无量纲化

为了计算方便，引入下列无量纲参数：

　Ｗ ＝
ｗ
ｈ
，Ｘ＝

ｘ
ｌ
，Ｕ＝

ｕｌ
ｈ２
，δ＝

ｈ
ｌ
，Ｑ＝

１２ｑ
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。（８）

无量内力的表达式为

　ＦＮ ＝
１２ＦＮ

Ｅ０ｂｌδ３
＝Ｅｒδ２

ｄ２　Ｗ
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　　 无量纲控制方程为

ｄ　ＦＮ

ｄＸ ＝０，
ｄ２珨Ｍ
ｄＸ２＝Ｑ＋ＦＮ

ｄ２　Ｗ
ｄＸ２

。　 （１０）

位移形式的无量纲边界条件为

固定端：在Ｘ＝０，１时Ｕ＝０，Ｗ ＝０，
ｄＷ
ｄＸ ＝０

。

３　 数值求解及结果分析

图２给出了长细比δ＝０．０８，本构非线性参数Ｅｒ
不同时，两端固定梁小挠度问题（ｐ＝０）的中点挠度
Ｗ（０．５）随载荷Ｑ 变化的平衡路径。从图２中不同
Ｅｒ 值的路径曲线可以发现，Ｅｒ＝０时，中点挠度随
载荷Ｑ的增加而线性增加；Ｅｒ≠０时，挠度 －载荷关
系不再是线性的，且在Ｅｒ 取正值和负值时，分布在
Ｅｒ＝０直线的两侧。当Ｅｒ＞０时，中点挠度变小，反
映了梁的抗弯曲变形能力增加了；而Ｅｒ ＜０时，曲
线在上方，则体现了梁的抗弯曲变形能力下降了，呈
软弹簧效应。
图３给出了Ｑ＝１００，δ＝０．０８，本构非线性参数

Ｅｒ 不同时，两端固定梁的小挠度弯曲构形和中性层
的位置。其中横坐标ｘ 为梁轴线上的坐标点，纵坐

标为弯曲过程中的位移构型和中性层位置。从图３
可以看出，梁的弯曲变形随着Ｅｒ 的增大而减小，弯
曲平衡构形的拐点截面上无弯矩，不存在弯曲中性
层，从弯曲构形的拐点处，把梁分成３部分，每一部
分中性层位置都有正负间连续变化。由于几何中
面轴向变形的约束，使得Ｅｒ≠０时横截面上产生轴

图２　两端固定梁小挠度问题的平衡路径
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图３　两端固定梁小挠度问题的平衡构形和中性层位置
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向力，内力弯矩引起中性层偏离几何中面，轴力对中
性层位置也有影响。因此，Ｚ０＝０的截面上这２种
影响相互抵消。
图４给出了长细比δ＝０．０８，本构非线性参数

Ｅｒ 不同时，两端固定梁大挠度问题（ｐ＝１）的中点
挠度Ｗ（０．５）随载荷Ｑ 变化的平衡路径。

图４　 两端固定梁大挠度问题的平衡路径
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从图４可以看出，在Ｅｒ＝０时，挠度－载荷的曲线
关系是非线性的，这是几何关系非线性问题的特
性。在Ｅｒ ≠０时同样有平衡路径分布在Ｅｒ＝０时
的两侧，但Ｅｒ ＜０时不再呈现软弹簧效应。 在
Ｗ（０．５）较小时，大挠度问题解与小挠度问题解就有
了明显的差别。Ｑ＝７５，Ｑ＝１２５时小挠度问题与大
挠度问题解的比较见表１。由表１可以看出，Ｅｒ＞０
时小挠度问题和大挠度问题的解相对误差更大，于
是小挠度解的适用范围就更小。

表１　小挠度问题解和大挠度问题解的比较

Ｔａｂｌｅ　１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｓｍａｌｌ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｐｒｏｂｌｅｍ　ａｎｄ　ｌａｒｇｅ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ

载荷Ｑ 结果来源
本构非线性参数Ｅｒ

－８　 ０　 ８

Ｑ＝７５ 小挠度 ０．１９８　０４　 ０．１９５　３１　 ０．１９４　０５

大挠度 ０．１９４　４１　 ０．１９０　２８　 ０．１８７　６７

相对误差 １．８６７％ ２．６４３％ ３．３９９％

Ｑ＝１２５ 小挠度 ０．３３９　４０　 ０．３２５　５２　 ０．３１９　９４

大挠度 ０．３１９　９４　 ０．３０４　８２　 ０．２９５　６２

相对误差 ５．４１０％ ６．７９１％ ８．２２７％

　注：相对误差＝
小挠度解－大挠度解
大挠度解 ×１００％。

　　图５给出了在Ｑ＝１００，δ＝０．０８，本构非线性参
数Ｅｒ 不同时，两端固定梁的大挠度中性层位置。
其中横坐标ｘ为梁轴线上的坐标点，纵坐标为弯曲

图５　两端固定梁大挠度问题的中性层位置
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过程中中性层的位置。
同图３（ｂ）比较可以看出，由于几何非线性的影

响，中性层位置不会因为Ｅｒ 的正负变化而反向，这
说明大挠度问题中，轴向拉力对弯曲变形的影响比
较大。结合表１的数值结果可以看出：对于非线性
本构关系材料的梁的弯曲问题，即使在变形较小时
也应采用大挠度方程求解。

４　结论

基于非线性本构关系研究了两端固定梁在横向

均布载荷作用下的弯曲问题。假设材料弹性模量是
应变的线性函数，运用数值方法求解了该支承条件下
的小挠度弯曲和大挠度弯曲的数值结果。结果表明：

（１）本构关系的非线性参数对梁的弯曲变形有
影响。弯曲变形与Ｅｒ 的符号有关且随着Ｅｒ 的增
大而减小。

（２）由于几何中面轴向变形的约束，使得Ｅｒ≠
０时横截面上产生轴向力，梁的中性层位置发生变
化，且横截面中性层随着Ｅｒ 的变化而变化。

（３）非线性本构关系下的弯曲问题，应采用大
挠度问题的方程求解。
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