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摘　要：以医用机械臂为研究对象，同时考虑关节旋转铰接圆柱面及端面２处的摩擦，提出端面接触系
数，利用达朗伯定理对医用机械臂进行动静力学分析求得两接触面处的法向接触力，并基于库仑摩擦模型
求得两接触面摩擦力矩，结合拉格朗日方程建立了不包含摩擦及包含摩擦的２种动力学模型，通过仿真求解
分析得出对于所研究的医用机械臂及结构相类似的机械臂，铰接端面处的摩擦对机械臂关节输出扭矩及末
端位置影响大于圆柱面处摩擦的影响，端面接触程度越高造成能量损失越大，机械臂末端位置轨迹越混乱。
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０　引言

医用机械臂是放射治疗系统中的主要组成部分
之一，其作用是支撑患者进行摆位将靶区（肿瘤）置于
束流照射范围内 ［１－２］。关节主要由电机、ＲＶ减速器、
连接法兰等构成。其大臂、小臂的臂杆较长，重量较

大且其运动平面与地面平行，因此在关节铰接圆柱面
及端面都会出现摩擦，造成大量能量损失。文献［３］
表明，机械臂关节上的驱动力矩（驱动力）大约有

２０％消耗在克服摩擦阻力上，关节摩擦不仅造成能量
损耗还对机械臂的动力学特性产生影响。文献［４］表
明关节摩擦的存在对机械臂速度及加速度的影响明
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显。文献［５］得出关节摩擦存在时，机器人低速的运
动性能会恶化且对作业精确度影响较大。

在此，以医用机械臂为研究对象，基于库仑摩
擦模型，利用拉格朗日方程分别建立不包含摩擦和
包含关节铰接圆柱面及端面摩擦的动力学模型，并
进行仿真分析这２处摩擦对关节输出扭矩及机械臂
末端位置轨迹的影响。

１　不考虑摩擦时三杆医用机械臂动
力学建模

　　医用机械臂三维模型如图１所示，对医用机械
臂做如下假设：每个杆和关节都是刚性体；每个关
节都只有１个转动的自由度。
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图１　医用机械臂三维模型

由于拉格朗日法在分析多关节动力学特性上
不涉及到约束力［６］，所以采用拉格朗日法来建立动
力学模型。保守系统的拉格朗日方程形式为［７］

τｉ ＝ ｄｄｔ
Ｌ
ｑ（ ）ｉ －Ｌｑｉ　ｉ＝１，２，３，…，ｎ （１）

　　ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ 为所研究的力学系统的广义坐
标；τｉ为作用在第ｉ个广义坐标的广义力或力矩（平
移时为广义力，旋转时为力矩）；ｑｉ 为各广义坐标中
的广义速度。Ｌ为格朗日函数，其定义为

Ｌ＝Ｔ－Ｖ （２）

　　Ｔ为系统总的动能；Ｖ 为系统总的势能。
将医用机械臂简化成如图２所示的三杆结构，

并建立固定坐标系ＯＸＹ 及参考坐标系Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１，

Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２，Ｏ３Ｘ３Ｙ３Ｚ３，如图３所示。
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图２　医用机械臂简化示意

各杆质心位置分别为ｍ１，ｍ２，ｍ３；绕质心的转
动惯量为ＩＣ１，ＩＣ２，ＩＣ３；ＬＣ１，ＬＣ２，ＬＣ３ 为各关节轴中心

到相对应杆质心的距离；Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 为各关节中心垂
直距离。根据图３利用几何法求得各杆质心坐标位
置矢量。
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图３　医用机械臂坐标系

杆１质心坐标为

ｘ１ ＝ＬＣ１ｃｏｓθ１
ｙ１ ＝ＬＣ２ｓｉｎθ１
ｚ１ ＝
烅
烄

烆 ０

（３）

　　杆２质心坐标为

ｘ２ ＝Ｌ１ｃｏｓθ１＋ＬＣ２ｃｏｓ（θ１＋θ２）

ｙ２ ＝Ｌ１ｓｉｎθ１＋ＬＣ２ｓｉｎ（θ１＋θ２）

ｚ２ ＝
烅
烄

烆 ０

（４）

　　杆３质心坐标为

ｘ３ ＝Ｌ１ｃｏｓθ１＋（Ｌ２＋ＬＣ３ｃｏｓθ３）ｃｏｓ（θ１＋θ２）

ｙ３ ＝Ｌ１ｓｉｎθ１＋（Ｌ２＋ＬＣ３ｃｏｓθ３）ｓｉｎ（θ１＋θ２）

ｚ３ ＝ＬＣ３ｓｉｎθ
烅
烄

烆 ３

（５）

　　因为各杆绕定轴转动可以表示为质心的平移
运动和绕质心的旋转运动２个运动的合成，所以系
统总动能为

ＥＫ ＝
３

ｉ＝１

１
２ｍｉ

（ｘ２ｉ ＋ｙ２ｉ ＋ｚ２ｉ）＋ＩＣｉθ２（ ）ｉ （６）

　　系统总势能为

ＥＰ ＝
３

ｉ＝１
ｍｉｇｈｉ （７）

　　ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ为各杆质心在Ｘ轴、Ｙ轴和Ｚ轴的速度
分量；ＩＣｉ 为各杆对质心的转动惯量；θｉ为各杆转动角
速度；ｇ为重力加速度；ｈｉ为各杆质心到零势能平面
距离。联立式（１）～式（７），结果写成矩阵形式为

τ＝Ｄ（θ）̈θ＋Ｈ（θ，θ）＋Ｇ（θ） （８）

　　τ为关节主动力矩矩阵；Ｄ（θ）三杆医用机械臂
惯性矩阵，为３×３矩阵；Ｈ（θ，θ）为３×１阶离心力
和柯氏力矢量；Ｇ（θ）为３×１阶重量矢量。
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２　含摩擦的动力学建模

含摩擦的机械臂动力学模型基本形式为［８］

τ＝Ｄ（θ）̈θ＋Ｈ（θ，θ）＋Ｇ（θ）＋Ｔｆ（θ，θ） （９）

　　Ｔｆ（θ，θ）为医用机械臂的摩擦力矩矩阵。

Ｔｆ（θ，θ）＝

Ｔｆ１
Ｔｆ２
Ｔｆ

烄

烆

烌

烎３

（１０）

　　Ｔｆ１，Ｔｆ２，Ｔｆ３ 为各关节处总摩擦力矩，大小与所
选的摩擦模型有关。本文选取库伦摩擦模型［９］为

Ｔｃｆ（θ，θ）＝ｕ·Ｔｎｓｇｎ（ｖ） （１１）

　　Ｔｃｆ（θ，θ）为库伦摩擦力矩；ｕ为摩擦系数；Ｔｎ为
法向接触力矩；ｓｇｎ（ｖ）为符号函数。Ｔｎ 表达式为

Ｔｎ ＝Ｆｎｒ （１２）

　　Ｆｎ 为法向接触力；ｒ为作用半径。

２．１　法向接触力求解
首先将三杆医用机械臂各关节简化成如图４所

示的接触形式，并将铰接圆柱面及端面描述成接触
面１和接触面２。利用达朗伯定理对其进行动静力
学分析，分别如图５和图６所示。

G

R

r

W

D D-
!"#1

!"#2

图４　铰接简化示意
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图５　Ｂ向医用机械臂受力分析
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图６　Ａ向医用机械臂受力分析

ＦＩＣ１　Ｘ，ＦＩＣ１Ｙ，ＦＩＣ２　Ｘ，ＦＩＣ２Ｙ 分别为杆１、杆２质心惯
性力矢量在Ｘ 轴和Ｙ 轴的投影分量；ＦＩＣ３　Ｘ，ＦＩＣ３Ｙ，

ＦＩＣ３Ｚ为杆３的质心惯性力矢量在Ｘ轴、Ｙ轴和Ｚ轴的
投影分量；ｍ１ｇ，ｍ２ｇ，ｍ３ｇ，为各杆的重力矢量；ＦｉＸ，

ＦｉＹ，ＦｉＺ（ｉ＝１，２，３）为杆ｉ受到的约束力矢量在Ｘ
轴、Ｙ轴和Ｚ 轴的分量，Ｆ′ｊＸ，Ｆ′ｊＹ，Ｆ′ｊＺ（ｊ＝１，２，３）为
关节ｊ受到的约束反力（铰接面接触力）在Ｘ轴、Ｙ
轴和Ｚ轴的分量矢量；ＩＣｉ（ｉ＝１，２，３）为杆ｉ质心位
置。忽略惯性力矩，摩擦力及弯矩的影响，且各个力
对关节中心产生力矩由电机输出力矩来平衡。规定

Ｘ轴、Ｙ轴和Ｚ轴正向为正，受力分析如下。
以杆１为研究对象：

Ｘ＝０，Ｆ１　Ｘ ＋ＦＩＣ１　Ｘ －Ｆ′２　Ｘ ＝０

Ｙ＝０，－Ｆ１Ｙ －ＦＩＣ１Ｙ ＋Ｆ２Ｙ ＝０

Ｚ＝０，Ｆ１Ｚ －ｍ１ｇ－Ｆ′２Ｚ ＝
烅

烄

烆 ０

（１３）

　　以杆２为研究对象：

Ｘ＝０，Ｆ２　Ｘ ＋ＦＩＣ２　Ｘ －Ｆ′３　Ｘ ＝０

Ｙ＝０，－Ｆ２Ｙ －ＦＩＣ２Ｙ －Ｆ′３Ｙ ＝０

Ｚ＝０，Ｆ２Ｚ －ｍ２ｇ＋Ｆ′３Ｚ ＝
烅

烄

烆 ０

（１４）

　　以杆３为研究对象：

Ｘ＝０，Ｆ３　Ｘ ＋ＦＩＣ３　Ｘ ＝０

Ｙ＝０，Ｆ３Ｙ －ＦＩＣ３Ｙ ＝０

Ｚ＝０，－Ｆ３Ｚ －ｍ３ｇ－ＦＩＣ３Ｚ ＝
烅

烄

烆 ０

（１５）

　　式中：ＦｉＸ ＝－Ｆ′ｊＸ；－ＦｉＹ＝Ｆ′ｊＹ；Ｆ′ｉＺ＝－Ｆ′ｊＺ；

ＦＩＣｉＸ＝ｍｉ̈ｘｉ；ＦＩＣｉＹ＝ｍｉ̈ｙｉ；ＦＩＣｉＺ＝ｍ̈ｚｉ。̈ｘｉ，̈ｙｉ，̈ｚｉ 为各
杆质心在Ｘ 轴、Ｙ轴、Ｚ轴的加速度分量。解出各关
节２个铰接面接触力为：

Ｆ′１　Ｘ ＝－（ＦＩＣ２　Ｘ ＋ＦＩＣ３　Ｘ ＋ＦＩＣ１　Ｘ）

Ｆ′１Ｙ ＝ＦＩＣ２Ｙ ＋ＦＩＣ３Ｙ ＋ＦＩＣ１Ｙ
Ｆ′１Ｚ ＝ｍ１ｇ＋ｍ２ｇ＋ｍ３ｇ＋ＦＩＣ３
烅
烄

烆 Ｚ

（１６）

Ｆ′２　Ｘ ＝－ＦＩＣ２　Ｘ －ＦＩＣ３　Ｘ
Ｆ′２Ｙ ＝ＦＩＣ２Ｙ ＋ＦＩＣ３Ｙ
Ｆ′２Ｚ ＝ｍ２ｇ＋ｍ３ｇ＋ＦＩＣ３
烅
烄

烆 Ｚ

（１７）

Ｆ′３　Ｘ ＝－ＦＩＣ３　Ｘ
Ｆ′３Ｙ ＝ＦＩＣ３Ｙ
Ｆ′３Ｚ ＝ｍ３ｇ＋ＦＩＣ３
烅
烄

烆 Ｚ

（１８）

　　现定义接触系数α１ 和α２ 分别表示关节１和关
节２的铰接接触面２的接触程度，其值与关节的结
构、刚度、臂杆长度、装配精度等有关，且接触面２实
际接触力与α１和α２成正比，则关节１和关节２铰接
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接触面２上接触力为

Ｆ′１Ｚ ＝α１（ｍ１ｇ＋ｍ２ｇ＋ｍ３ｇ＋ＦＩＣ３Ｚ）

Ｆ′２Ｚ ＝α２（ｍ２ｇ＋ｍ３ｇ＋ＦＩＣ３Ｚ
烅
烄

烆 ）
（１９）

２．２　摩擦力矩求解
杆２与杆３之间相对运动速度较慢，所以忽略

关节３处摩擦以简化问题的研究。库伦摩擦模型下
关节１和关节２与接触面１上摩擦力引起摩擦力矩
分别为：

Ｔｆ′１　Ｘ ＝ｕ１·Ｆ′１　Ｘ·ｒ１·ｓｇｎ（ｖ）

Ｔｆ′１Ｙ ＝ｕ１·Ｆ′１Ｙ·ｒ１·ｓｇｎ（ｖ
烅
烄

烆 ）
（２０）

Ｔｆ′２　Ｘ ＝ｕ２·Ｆ′２　Ｘ·ｒ２·ｓｇｎ（ｖ）

Ｔｆ′２Ｙ ＝ｕ２·Ｆ′２Ｙ·ｒ２·ｓｇｎ（ｖ
烅
烄

烆 ）
（２１）

　　ｕ１，ｕ２为关节１和关节２的两触面摩擦系数；ｒ１
和ｒ２为作用半径；Ｔｆ′１　Ｘ，Ｔｆ′１Ｙ，Ｔｆ′２　Ｘ，Ｔｆ′２Ｙ 为关节１和
关节２在Ｘ轴、Ｙ轴上的接触力作用下产生的摩擦
力矩。接触面２摩擦力产生摩擦力矩为：

Ｔｆ″１ ＝２／３ｕ３·Ｆ′１Ｚ·
Ｒ３１－ｒ３（ ）１
Ｒ２１－ｒ２（ ）１

ｓｇｎ（ｖ） （２２）

Ｔｆ″２ ＝２／３ｕ４·Ｆ′２Ｚ·
Ｒ３２－ｒ３（ ）２
Ｒ２２－ｒ２（ ）２

ｓｇｎ（ｖ） （２３）

　　Ｔｆ″１为关节１与接触面２处的摩擦力矩；Ｔｆ″２为
关节２与接触面２处的摩擦力矩；Ｒ１ 为关节１与接
触面２的外径；Ｒ２ 为关节２与接触面２的外径；ｕ３
为关节１与接触面２的摩擦系数；ｕ４ 为关节２与接
触面２的摩擦系数。

库仑摩擦模型下各关节总摩擦力矩为

Ｔｆ１ ＝Ｔｆ′１　Ｘ ＋Ｔｆ′１Ｙ ＋Ｔｆ″１
Ｔｆ２ ＝Ｔｆ′２　Ｘ ＋Ｔｆ′２Ｙ ＋Ｔｆ″２
Ｔｆ３ ＝
烅
烄

烆 ０

（２４）

３　仿真分析

利用ＭＡＴＬＡＢ对不含摩擦模型及含有库伦摩擦
模型的动力学方程下的关节１和关节２输出扭矩进行
仿真分析，表１为机械臂结构参数，表２为机械臂仿真
运动参数。令Ｒ１＝２０ｃｍ，Ｒ２＝１５ｃｍ；ｒ１＝ｒ２＝１０ｃｍ。

表１　医用机械臂主要参数

杆号 Ｌｉ／ｍ　 ＬＣｉ／ｍ　 ｍｉ／ｋｇ　 ＩＣｉ／（ｋｇ·ｍ２）

１　 １．３７４　 ０．５１４　 ６４１．５００　 １６０．３８０

２　 １．６９５　 ０．７２１　 ５９６．３３２　 ８０．８１５

３　 ０．３２０　 ０．１３０　 ４．２３７　 １．２１９

　　图７和图８为医用机械臂在表２的运动参数
下，不考虑摩擦及分别考虑接触面１和接触面２摩

表２　医用机械臂运动参数

杆号 θ θ θ̈

１ πｔ２
１００－

πｔ３
１　５００

πｔ
５０－

πｔ２
５００

π
５０－

πｔ
２５０

２ ３πｔ２
１００－

πｔ３
５００

３πｔ
５０－

３πｔ２
５００

３π
５０－

３πｔ
２　５００

３ πｔ２
２００－

πｔ３
３　０００

πｔ
１００－

πｔ２
１　０００

π
１００－

πｔ
５００

擦时，关节１和关节２在１～１０ｓ的输出转矩。由
图７和图８可以看出：在相同摩擦系数下，当接触
面系数α大于０．０１时接触面２对关节输出扭矩的
影响大于接触面１，随着α增大影响更加明显，而接
触面１对输出扭矩的影响随着摩擦系数增大变化不
明显，与现实情况比较相符。
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图７　关节１输出转矩
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图８　关节２输出转矩

图９～图１４为３个关节输出扭矩分别为Ｔ１＝

３００Ｎ·ｍ，Ｔ２＝２００Ｎ·ｍ，Ｔ３＝１０Ｎ·ｍ下不考虑
摩擦及不同摩擦状况下的末端位置仿真结果。图９
和图１０分别考虑关节１处接触面１和接触面２时机
械臂末端轨迹，从图９～图１０中看出，接触面１对机
械臂末端轨迹影响远小于接触面２，随着接触面系数
增大影响越来越明显，轨迹呈现不规则现象。

图１１～图１４为考虑关节１的２个接触面摩擦分别与
关节２的２个接触面摩擦耦合下的机械臂末端轨迹，

可以看出当２个面都为接触面１时轨迹变化最小。
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图９　关节１处接触面１摩擦时机械臂末端轨迹
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图１０　关节１处接触面２摩擦时机械臂末端轨迹
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图１１　关节１、关节２处接触面１摩擦时机械臂末端轨迹
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图１２　关节１处接触面１及关节２接触面２摩

擦时机械臂末端轨迹
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图１３　关节１处与接触面２及关节２接触面１摩

擦时机械臂末端轨迹
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图１４　关节１、关节２处接与触面２摩擦时机械臂末端轨迹

４　结束语
以医用机械臂为研究对象，基于拉格朗日方程

并利用达朗伯定理建立了不包含摩擦及包含摩擦
的２种动力学模型，同时引入接触面系数α１ 和α２ 。
通过仿真分析得出当关节铰接的２个接触面摩擦系
数相同时，铰接端面（接触面２）的接触面系数超过
一定范围时对关节输出扭矩影响明显大于铰接圆
柱面（接触面１）影响，同时也会造成巨大的能量损
失，因此在设计制造过程中可以通过提高关节刚
度，减小杆的长度，提高装配精度等方法减小关节
铰接端面的接触程度。通过对机械臂末端轨迹仿
真分析可知：铰接端面对机械臂末端轨迹影响明显
大于铰接圆柱面，因此在精度要求较高的情况下，
对于与本文的医用机械臂及结构相类似的机械臂，
对其建模时应该着重分析关节铰接端面的接触程
度且不可以忽略，以免造成巨大的能量损失及误差。

参考文献：
［１］　姜万荣，朱锡旭．放射肿瘤学技术进展［Ｊ］．现代肿瘤

医学，２０１２，２０（４）：３３－３４．
［２］　ＳＯＴＩＲＩＯＳ　Ｓ．Ｔｈｅ　ｐｈｙｓｉｃｓ　ｏｆ　ｒａｄｉａｔｉｏｎ　ｔｈｅｒａｐｙ［Ｊ］．

Ｍｅｄｉｃａｌ　Ｐｈｙｓｉｃｓ，２０１０，３７（３）：１３７４－１３７５．
［３］　ＣＡＲＩＧ　Ｊ．Ｉｎｔｒｏｕｃｔｉｏｎ　ｔｏ　ｒｏｂｏｔｉｃｓ［Ｍ］．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ａｄ－

ｄｉｓｏｎ－Ｗｅｓ－ｌｅｙ　Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ　Ｃｏｍｐａｎｙ，１９８６．
［４］　ＡＬＩＮ　Ａ　Ｓ，ＧＥＲＤ　Ｈ．Ａ　ｇｌｏｂａｌｌｙ　ｓｔａｂｌｅ　ｓｔａｔｅ　ｆｅｅｄｂａｃｋ

ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ　ｆｏｒ　ｆｌｅｘｉｂｌｅ　ｊｏｉｎｔ　ｒｏｂｏｔｓ［Ｊ］．Ａｄｖａｎｃｅｄ　Ｒｏ－
ｂｏｔｉｃｓ，２００１，１５（８）：７９９－８１４．

［５］　吴文祥，朱世强，王宣银，等．基于摩擦模糊建模与补
偿的机器人低速控制［Ｊ］．电机与控制学报，２０１３，１７
（８）：４６－５３．

［６］　翟敬梅，康博，张铁．六自由度喷涂机器人动力学分析
及仿真［Ｊ］．机械设计与制造，２０１２（１）：１６９－１７１．

［７］　刘鹏，王强，张伟．机械臂动力学建模及控制仿真［Ｊ］．
自动化与仪表，２０１７，３２（３）：９－１２．

［８］　刘福才，刘彩凤，秦利，等．重力作用下的摩擦对空间机械
臂运动控制的影响［Ｊ］．高技术通讯，２０１４，２４（１）：６５－７１．

［９］　朱松青，李永，高海涛，等．基于混合摩擦表达的机器
人模块化关节动力学建模与仿真［Ｊ］．机械设计与制
造工程，２０１９，４８（１）：５－８．

·０８·


