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广义剖分冠点图的邻接特征多项式
卢鹏丽，武雨末

( 兰州理工大学 计算机与通信学院，甘肃 兰州 730050)

摘 要:冠图是由图 G与图 H经过图操作得到的组合图，已经有一些冠图被定义及研究。但是现有文献中的冠图
定义均是将图 H进行 n次拷贝，得到的图 G与图 H的各类冠图。将冠图的定义推广为一般化的情形，即将原来 n
个相同的图 H一般化为任意图 H1，H2，…，Hn ，定义了一类新的广义剖分冠点图。首先在图 G的每条边上添加一个
新的顶点得到其剖分图 S( G) ; 将 V( G) 中的第 i 个顶点与 Hi 中的所有顶点连接; 这样由剖分图 S( G) 和图 H1，

H2，…，Hn构造的图称为广义剖分冠点图，记为图 S( G) ⊙∧
n
Hi 。应用分块矩阵、矩阵的冠、舒尔补定理等确定了广

义剖分冠点图的邻接特征多项式;提出了构造无穷邻接同谱图类的方法且给出了示例。
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Adjacency characteristic polynomial of generalized
subdivision corona vertex graph

LU Pengli，WU Yumo
( School of Computer and Communication，Lanzhou University of Technology，Lanzhou 730050，China)

Abstract: Corona graph is a composite graph obtained by graph operation from two graphs G and H ． Some classes of
corona graphs have been defined and studied． However，all the corona graphs in the literatures were defined as all
kinds of corona graphs of graph G and H，in which graph H was n copies of grap H ． By generalizing n copies of graph
to arbitrary graphs in the definition of corona，a new class of corona was defined: the generalized subdivision corona
vertex graph． Let S( G) be the subdivision graph of graph G by inserting a new vertex into every edge of G． Joining the
ith vertex of V( G) to every vertex of Hi，the generalized subdivision corona vertex graph from graph S( G) and graph

H1，H2，…，Hn was obtained，which was denoted by S( G) ⊙∧
n
Hi ． With the help of block matrix，the coronal and

Schur complement，the adjacency characteristic polynomial of the generalized subdivision corona vertex graph was de-
termined． A method to construct infinite pairs of cospectral graphs was proposed and an example was given．
Keywords: composite graph; generalized subdivision corona vertex graph; adjacency characteristic polynomial;
regular graphs; cospectral graphs
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本 文 只 讨 论 无 向 简 单 图。图 G =
V( G) ，E( G)( ) ，其中顶点集和边集分别为
V( G) = { v1，v2，…，vn} ， E( G) = { e1，e2，…，em}
图 G的邻接矩阵记为 A( G) ，由元素 aij 组成，当顶
点 vi与 vj相邻时为 1，否则为 0。图 G的关联矩阵记
为 Ｒ( G) ，是由元素 bij 组成，当顶点 vi 与边 ej 相邻
时为 1，否则为 0。顶点 vi 的度记为 dG( i) 。图 G的
度矩阵记为 D( G) ，是对角线上元素为 dG( i) 的 n ×
n 对角矩阵。并且有 Ｒ( G) Ｒ ( G) T = A( G) +

D( G) 。图 G的邻接特征多项式记为
fA( G) ( λ) = det λIn － A( G)( )

式中: In 表示大小为 n的单位矩阵。由邻接特征多
项式得到的特征值称为邻接特征值，从大到小排序
为 λ n ≥ λ n－1 ≥…≥ λ 2 ≥ λ 1。拥有相同邻接特征
多项式的图叫做 A － 同谱图［1-3］。
冠图是由两个图，图 G与图 H经过图操作得到

的复杂图。已经有一些类的冠图被定义和研究，如
冠边图、冠点图、邻居冠图等。冠图的谱难以计算，
对于冠图的研究主要是将其表示为原图的谱并用于
实际的计算中。本文扩大了冠点图的范围，定义了
广义剖分冠点图并确定了其特征多项式，给出了构
造无穷邻接同谱图类的方法及示例。



1 主要引理
计算邻接特征多项式的时候采用了舒尔补定理

和矩阵的冠，下面给出相关引理。
引理 1( 舒尔补定理) ［4］: 设矩阵 A为 n × n分块

矩阵:

A =
A11 A12

A21 A22
[ ]

式中: A11 与 A22 为可逆方阵。则

det
A11 A12

A21 A22
[ ] = det( A22 ) det( A11 － A12A

－1
22 A21 ) =

det( A11 ) det( A22 － A21A
－1
11 A12 )

引理 2［5-6］: 设矩阵M为 n × n实对称矩阵，jn是
长度为 n 的全 1 列向量。则矩阵 M 的冠，记为
ΓM( x) ，是矩阵 xIn － M( ) －1 的所有元素之和，即

ΓM( x) = jTn xIn － M( ) －1 jn
特别地，当矩阵 M的每一行元素之和都等于 t时:

ΓM( x) =
n

x － t
对于 n个顶点的 r －正则图 G，邻接矩阵 A( G) 的每
一行之和都为度 r，因此

ΓA( G) ( λ) =
n

λ － r

2 广义剖分冠点图的邻接矩阵
冠图是由两个图经过图操作得到的组合图。图

G与图 H的冠图［7］定义为: 将图 H复制 V( G) 次，
然后将第 i个 H的所有顶点与 V( G) 第 i 个顶点连
接，这样由 G和 | V( G) | 个 H构造的图，称之为图 G
与图 H 的冠图。文献［8-12］中定义了各类冠图，如
边冠图、邻居冠图、剖分邻居冠图等。但是都是将图
H进行 n次拷贝，得到的图 G与图 H的组合图。
本文将冠图的定义推广为一般化的情形，即将

原来 n 个相同的图 H 一般化为任意图 H1，H2，…，
Hn，定义了广义剖分冠点图。首先在图 G的每条边
上添加一个新的顶点得到其剖分图 S( G) ; 将 Hi 中
的所有顶点与 V( G) 中的第 i个顶点连接; 这样由剖
分图 S( G) 和图 H1，H2，…，Hn 构造的图称为广义剖

分冠点图，记为图 S( G) ⊙∧
n

i
Hi 。

设上述 S( G)⊙∧
n

i
Hi中图H1，H2，…，Hn顶点个数

分别为 t1，t2，…，tn ，且设 N = m + n M = t1 + t2 +… +
tn 。将 V( G) 中的顶点标记为 1，2，．．．，n，S( G) 中新加
入的顶点标记为 n + 1，n + 2，…，n + m。将H1中的顶

点标记为 n + m + 1，n + m + 2，…，n + m + t1，类似地当

i≥ 2时，Hi 中的顶点标记为 n + m +∑
i－1

k = 1
tk + 1，n +

m +∑
i－1

k = 1
tk + 2，…，n + m +∑

i

k = 1
tk 。0m×n为m × n的零矩

阵，特别地当矩阵的大小可知时，零矩阵可以简写为 0。

那么 S( G)⊙∧
n

i
Hi 的邻接矩阵就可以写为

A S( G) ⊙∧
n

i
Hi( ) =

A S( G)( ) C
CT B[ ] ( 1)

其中，

C =

jTt1 0 0 0

0 jTt2 0 0

0 0  0
0 0 0 jTtn
0 0 0 0

















 N×M

A S( G)( ) =
0 Ｒ( G)

Ｒ ( G) T 0[ ]
B =

A( H1 ) 0 0
0  0
0 0 A( Hn )











3 图 S( G) ⊙∧
n

i
Hi的邻接特征多项式

定理 1 设图 G 有 n 个顶点 m 条边。Hi 为任意

图，i = 1，2，…，n。那么
fA S( G) ⊙∧

n

i
Hi( ) ( λ) =

det

λ －ΓA(H1) (λ) 0 0 0

0  0 0
0 0 λ －ΓA(Hn) (λ) 0

0 0 0 λIm















－A S(G)( )















·

∏
n

i
fA(Hi) (λ)

证明: 设图 Hi有 ti个顶点，由式( 1) 及邻接特征
多项式的定义并运用舒尔补定理可知:

fA S( G) ⊙∧
n

i
Hi( ) ( λ) =

det
λIN － A S( G)( ) － C

－ CT λIM － B[ ] =

det λIN － A S( G)( ) － C λIM － B( ) －1CT( )·
det( λIM － B)

记
det λIM － B( ) =

det
λIt1 － A H1( ) 0 0

0  0
0 0 λItn － A Hn( )











=

∏
n

i
fA Hi( ) ( λ)

又因为
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C λIM － B( ) －1CT =

C
λIt1 － A H1( )( ) －1 0 0

0  0
0 0 λItn － A Hn( )( ) －1











CT =

jTt1 λIt1 －A H1( )( ) －1 0 0

0  0
0 0 jTt1 λItn －A Hn( )( ) －1

0 0 0













 N×M

CT =

jTt1 λIt1 － A H1( )( ) －1 jt1 0 0 0

0  0 0
0 0 jTtn λItn － A Hn( )( ) －1 jtn 0

0 0 0 0













 N×N

=

ΓA H1( ) ( λ) 0 0 0

0  0 0
0 0 ΓA Hn( ) ( λ) 0

0 0 0 0













 N×N

所以
fA S( G) ⊙∧

n

i
Hi( ) ( λ) =

det λIN － A S( G)( ) －[

ΓA H1( ) ( λ) 0 0 0

0  0 0
0 0 ΓA Hn( ) ( λ) 0

0 0 0 0






















·

∏
n

i
fA Hi( ) ( λ) =

det

λ － ΓA H1( ) ( λ) 0 0 0

0  0 0
0 0 λ － ΓA Hn( ) ( λ) 0

0 0 0 λIm















－








A S( G)( ) ]·∏
n

i
fA Hi( ) ( λ)

因此，得证。
推论 1 图 G 有 n 个顶点，m 条边。若对于图

Hi( i = 1，2，…，n) ，有ΓA Hi( ) ( λ) = ΓA H( ) ( λ) ，那么
fA S( G) ⊙∧

n

i
Hi( ) ( λ) = det λ2 － λΓA H( ) ( λ)( ) In －(

AS( G) － D( G) )·λm－n·∏
n

i
fA Hi( ) ( λ)

特别地，若对于 i = 1，2，…，n，有 Hi  H那么
fA S( G) ⊙∧

n

i
Hi( ) ( λ) = det λ2 － λΓA H( ) ( λ)( ) In －(

A( G) － D( G) )·λm－n· fA H( ) ( λ)( ) n

证明: 若对于 i = 1，2，…，n，有 ΓA Hi( ) ( λ ) =
ΓA H( ) ( λ ) ，那么设

Δ =

λ － ΓA( H1)
( λ) 0 0 0

0  0 0
0 0 λ － ΓA( Hn)

( λ) 0

0 0 0 λIm















=

λ － ΓA( H) ( λ) 0 0 0
0  0 0
0 0 λ － ΓA( H) ( λ) 0
0 0 0 λIm















=

λ － ΓA( H) ( λ)( ) In 0
0 λIm[ ]

并且根据对图 S( G) ⊙∧
n

i
Hi中顶点的标号可知

S( G) 的邻接矩阵为

][

A S( G)( ) =
0 Ｒ( G)

Ｒ ( G) T 0[ ]
所以

det Δ － A S( G)( )[ ] =

det
λ － ΓA( H) ( λ)( ) In － Ｒ( G)

－ Ｒ ( G) T λIm[ ] =

λmdet λ － ΓA( H) ( λ)( ) In － 1
λ
Ｒ( G) Ｒ ( G) T[ ] =

λm－ndet λ2 － λΓA( H) ( λ)( ] In － A( G) － D( G)[ )
由此，此推论的结果已证得。
由引理 2及推论 1可以得到下面的推论。
推论 2 图 G 有 n 个顶点，m 条边。图 H1，

H2，…，Hn 均为 t个顶点的 r － 正则图，那么

fA S( G) ⊙∧
n

i
Hi( ) ( λ) = det λ2 － λt

λ － r( ) In －[
A( G) － D( G) ]·λm－n·∏

n

i
fA Hi( ) ( λ)

由推论 1可得下面的推论。
推论 3 r － 正则图 G有 n个顶点，m条边，H

为一个任意图。设图 G 的第 i 个邻接特征值为
λ i( G) ，那么图 G与 n个图 H构成的剖分冠点图的
邻接特征多项式如下:

fA S( G) ⊙H( ) ( λ) = λm－n· fA H( ) ( λ)( ) n·

∏
n

i
λ2 － λΓA( H) ( λ) － λ i( G) － r( )

4 广义剖分冠点图的邻接同谱图
推论 4 G1 和 G2 是两个邻接同谱的 r － 正则
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图，若图 H1，H2，…，Hn 的邻接矩阵的冠相等，即

ΓA H1( ) ( λ) = … = ΓA Hn( ) ( λ)

那么 S( G1 ) ⊙∧
n

i
Hi和 S( G2 ) ⊙∧

n

i
Hi是邻接同谱的。

推论 5 图 G 有 n 个顶点。取 { Hi | i = 1，2，
…} 为一簇邻接同谱图族( 其中 Hi 可有相同的) ，且

ΓA Hi( ) ( λ) = ΓA( H) ( λ) 。那么任取这个邻接同谱图族
中大小为 n的子集{Hi1，Hi2，…，Hin} 与图 G所构成的广

义剖分冠点图 S( G)⊙∧
n

k = 1
Hik 之间是彼此邻接同谱的。

对于推论 5，我们给出如下例子: 如图 1 所示，
图 G2 和图 G3 是邻接同谱图，其邻接特征多项式均

为 λ 7 － 11λ 5 － 10λ 4 + 16λ 3 + 16λ 2，且它们邻接矩

阵的冠值也相等，即

ΓA( G2) ( λ) = ΓA( G3) ( λ) = －
7x3 + x2 － 18x + 4

x － x3 + 3x2 + 4x － 8( )

图 1 例子中用到的三个图
Fig．1 Three graphs used in the example

图 2 图 S( G)⊙∧
3

i = 1
Hi

Fig．2 Graph S( G)⊙∧
3

i = 1
Hi

那么取邻接同谱图族 { Hi | H1 = G2，H2 = G3，
H3 = G2，H4 = G3，H5 = G2，H6 = G3} 。任取这个邻接
同谱图族中大小为 3 的子集，即 { H1，H3，H5} 、{ H2，
H4，H6} 、{ H1，H2，H3} 、{ H2，H3，H4，} ，与图 G所构成
的广义剖分冠点图( 如图 2就是图G与{ H1，H2，H3} 构

成的广义剖分冠点图 S( G)⊙∧
3

i = 1
Hi ) 的邻接特征多项

式均相等，为
λ26 － 58λ24 － 96λ23 + 1214λ22 + 3 944λ21 －
7 724λ20 － 50 900λ19 － 37 431λ18 + 185 788λ17 +

360 562λ16 － 140 748λ15 － 907 792λ14 － 458 196λ13 +
895 676λ12 + 967 184λ11 － 228 480λ10 － 627 680λ9 －
96 832λ8 + 141 824λ7 + 31 232λ6 － 10 752λ5

即这些广义剖分冠点图之间也是邻接同谱的。

5 结论
本文推广了剖分冠点图的定义，得到了可以

冠任意图的广义剖分冠点图。可以对其他冠图
作进一步的研究，尝试得到其广义定义下的图
谱。巧妙地得到了无穷的邻接同谱图类，这一结
论对研究化学图论有益。
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