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Abstract： The definition and properties of commutative weakly left PSF monoids are introduced�and furthermore a kind
of special monoid which all weakly flat acts are flat are discussed．
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　　平坦系一定是弱平坦系�但弱平坦系不一定是
平坦系［1］．Bulman-Fleming与McDowell讨论了几类
使所有弱平坦系是平坦系的特殊幺半群［2］�特别
是左 PSF幺半群［3］．本文引入弱左 PSF幺半群的
概念�讨论一类特殊幺半群�即交换的弱左 PSF
幺半群的平坦性及弱平坦性．

1　预备知识
定义1　称幺半群 S 是弱左 PSF 的�若 S 的任

意主左理想作为 S-系是弱拉回平坦［4］的．
显然�左 PSF 幺半群是弱左 PSF 的．
定义2　设 S 是幺半群�u∈ S�称 u 是弱右

半可消元�如果对于 s�t∈ S�z∈ S�若 su＝ tu�
zs＝zt�则存在 r∈S�使得 ru＝ u�sr＝ tr．
命题1　S 是交换幺半群�则 S 是弱左 PSF 的�

当且仅当任意 u∈S�Su满足条件（E′）［4］．
证明　只需证充分性．
设 u∈S�B＝Su 满足条件（ E′）�s�t∈ S�b�

b′∈ B 满足 sb＝ tb′．因 b�b′∈ B�b＝ pu�b′＝
qu�其中 p�q∈S�故 spu＝ tqu．由 S 的交换性知
usp＝ utq．由条件（ E′）知存在 x∈S�b″＝ yu∈B�

使 spx＝ tqx�u＝xyu．于是
b ＝ pu ＝ pxyu ＝ pxb″�
b′＝ qu ＝ qxyu ＝ qxb″�

即 B＝Su满足条件（ P）�Su 是弱拉回平坦的．故
S 是弱左 PSF幺半群．　　】
引理1　以下条件等价：
（1） S 是弱左 PSF 幺半群；
（2） S 的任意主左理想可由弱右半可消元生

成；
（3） S 的任意元素都是弱右半可消元．
证明　（1）⇒（3）．设 s�t�z∈ S�任取 u

∈S 满足 su＝ tu�zs＝zt．因为�Su是弱拉回平坦
的�故 Su满足条件（ E′）�于是�存在 v∈ Su�p
∈S�使得 u＝ pv�sp＝ tp．取 v＝ qu�q∈ S�则
有 u＝pqu�spq＝ tpq．故 u是 S 的弱右半可消元．
（3）⇒（2）．显然．
（2）⇒（1）．由（2）知�S 的任意主左理想

作为 S-系满足条件（E′）�故由命题1知�S 是弱左
PSF 的．　　】

同理可以定义并讨论弱右 PSF 幺半群及弱左半
可消元．
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2　主要结果
定理1　设 S 是交换的弱右 PSF幺半群�A 是

左 S-系�则如下条件等价：
（1） A 是主弱平坦的；
（2） 任意 a�a′∈A�x∈ S�若 xa＝ xa′�则

存在 v∈S�使得 x＝xv�va＝va′．
证明　（1）⇒（2）．设 a�a′∈A�x∈S�满

足 xa＝xa′�则在 S⨂A中有 x⨂a＝x⨂a′．因 A 是
主弱平坦的�故在 xS⨂A中有 x⨂a＝x⨂a′．所以
存在 a1�…�an∈A�s1�t1�…�sn�tn∈S�使得

a ＝ s1a1�
xs1＝ xu2t1� t1a1＝ s2a2�
xu2s2＝ xu3t2� t2a2＝ s3a3�

…… ……
xunsn＝ xtn� tnan＝ a′．

　　由于 S 是交换的�故 s1x＝u2t1x�u2s2x＝u3t2x�
…�unsnx＝tnx．由引理1知 S 是弱右 PSF 的�故 x
是 S 的弱左半可消元．故由 xs1＝xu2t1�s1x＝u2t1x
知�存在 v1∈S�使 x＝xv1且 v1s1＝v1u2t1�xv1u2s2
＝xu2s2＝xu3t2＝xv1u3t2�同时 v1u2s2x＝v1u3t2x．由 x
的弱左半可消性知�存在 v2∈S�使 x ＝xv2且
v2v1u2s2＝v2v1u3t2．令 v′1＝ v2v1�于是 x＝ xv′1�v′1
u2s2＝v′1u3t2．利用数学归纳法原理知�存在 v∈S�
使得

x ＝ xv�vs1＝ vu2t1�vunsn＝ vtn�
vuisi ＝ vui＋1ti＋1�i ＝2�…�n－1．

因此�va＝vs1a1＝vu2t1a1＝vu2s2a2＝…＝vunsnan＝
vtnan＝va′．

（2）⇒（1）．设 a�a′∈A�x∈S�在S⨂A
中�x⨂ a＝ x⨂ a′�所以 xa＝ xa′．由（2）知�存
在 u∈S�使得 x＝ xu� ua＝ ua′．故在 xS⨂A 中
有 x⨂ a＝xu⨂ a＝x⨂ ua＝x⨂ ua′＝xu⨂ a′＝x⨂
a′�即 A 是主弱平坦的．　　】
引理2［3］　对于左 S-系 A�如下条件等价：
（1） A是弱平坦的；
（2） A 是主弱平坦的�且对于任意 x�y∈S�

任意 a�a′∈A�若 xa＝ya′�则存在 a″∈A�z∈xS∩
yS�使 xa＝ya′＝za″．
定理2　设 S 是交换的弱右 PSF 幺半群�A 是

左 S-系�则以下条件等价：
（1） A 是弱平坦的；

（2） 对 a�a′∈A�x�y∈S�若 xa＝ ya′�则
存在 a″∈A�x1�y1�u�v∈S�使得

xu ＝ x�yv ＝ y�xx1＝ yy1�
ua＝ x1a″�va′＝ y1a″．

　　证明　（1）⇒（2）．设 a�a′∈A�x∈S 满足
xa＝ya′�则由引理2知�存在 a″∈A�z＝xs＝yt∈
xS∩yS�使 xa＝ya′＝za″．因为 xa＝za″＝xsa″�由定
理1知�存在 u∈S�使得 x＝xu�ua＝usa″．

同理由 ya′＝za″＝yta″知�存在 v∈S�使得 y＝
yv�ya′＝yta″．

令 x1＝us�y1＝vt�则有等式组：
x ＝ xu�
y ＝ yv�
xx1＝ xus ＝ xs ＝ yt ＝ yvt ＝ yy1�
ua＝ usa″＝ x1a″�
va′＝ vta″＝ y1a″．

　　（2）⇒（1）．设 a�a′∈ A�x�y∈ S�在
S⨂A中有 x⨂ a＝y⨂ a′�所以 xa＝ya′．
由（2）知存在 a″∈A�x1�y1�u�v∈S�使得 x

＝xu�y＝ yv�xx1＝ yy1�ua＝ x1a″�va′＝ y1a″．
于是 x⨂ a＝xu⨂ a＝x⨂ ua＝x⨂x1a″＝xx1⨂ a″＝
yy1⨂ a″＝y⨂ y1a″＝ y⨂va′＝ yv⨂ a′＝ y⨂ a′�即
在（xS∪yS）⨂A 中有 x⨂ a＝ y⨂ a′�所以 A 是弱
平坦的．　　】

引理3［1］　设 B 是左 S-系�则 B 是平坦的当
且仅当对任意右 S-系 A�任意 b�b′∈B�任意 a�a′
∈A�若在 A⨂B 中有 a⨂b＝a′⨂b′�则在（aS∪a′
S）⨂B中有 a⨂b＝a′⨂b′．

引理4［3］　设 A 是任意右 S-系�B 是弱平坦
左 S-系�若 a�a′∈A�b�b′∈B�满足

a ＝ a1s1�
a1t1＝ a′�
s1b ＝ t1b′�

其中 s1�t1∈S� a1∈A．则在（ aS∪ a′S）⨂B 中有
a⨂b＝ a′⨂b′．

定理3　设 S 是交换的弱右 PSF 幺半群�且对
于任意 u�v∈S�存在 z ∈Su∩Sv�使得（z�u）∈
ρ（u�v）�则所有弱平坦的 S-系是平坦的．其中
ρ（u�v）是 S 上的由（u�v）生成的最小右同余．

证明　设 B是弱平坦 S-系�A 是任意右 S-系．
设 a�a′∈ A�b�b′∈ B�在 A⨂ B 中有 a⨂ b＝
a′⨂b′．由文献［3］�只需证明在（ aS∪ a′S）⨂B
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中仍有 a⨂b＝ a′⨂b′．
由文献［1］知 a⨂ b＝ a′⨂ b′�则存在 a1�…�

an∈A�b1�…�bn∈B�s1�t1�…�sn�tn∈S�使得
a ＝ a1s1�
a1t1＝ a2s2� s1b ＝ t1b2�

…… ……
antn＝ a′� snbn＝ tnb′．

以下对 n用数学归纳法证明．
设 n＝1�此时有

a ＝ a1s1�
a1t1＝ a′� s1b ＝ t1b′．

由引理4知�在（ aS∪ a′S）⨂ B 中�有 a⨂ b＝
a′⨂b′．
设 n≥2�令 b1＝ b� bn＝ b′．对于 sibi＝

tibi＋1�i＝1�…�n—1�由定理2知�存在 ui�v i�
xi�yi∈ S�b″i ∈B�使得 siui＝ si�tiv i＝ ti�sixi＝
tiyi�uibi＝ uixib″i�v ibi＋1＝ v iyib″．对于 ui＋1�v i�
由题设条件知�存在 pi�qi∈ S�使 piv i＝ qiui＋1�
且（qiui＋1�ui＋1）∈ρ（ui＋1�v i）．定义
ρi ＝｛（s�t）∈ S× S ai＋1si＋1s ＝ ai＋1si＋1｝�

则ρi 是 S 上的右同余．因为 ai＋1si＋1ui＋1＝ ai＋1
si＋1＝ aiti＝ aitiv i＝ ai＋1si＋1v i�故（ ui＋1�v i）∈ρi．
又由条件知 （ qiui＋1�ui＋1）∈ρi�因此� ai＋1 si＋1
qiui＋1＝ ai＋1si＋1ui＋1＝ ai＋1si＋1．故

（ aisi）qi－1uixi ＝ aisixi ＝ aitiyi ＝
　　 ai＋1si＋1yi ＝ ai＋1si＋1qiui＋1qi ＝
　　 ai＋1si＋1piv iyi．
pi－1v i－1yi－1b″i—1＝ pi－1v i－1bi ＝
　　qi－1uibi ＝ qi－1uixib″i�
au1x1＝ as1u1x1＝ as1x1＝
　　 a1t1y1＝ a2s2y1＝ a2s2q1u2y1＝
　　 a2s2p1v1y1�
（ansn）qn－1unxn＝ ansnxn＝ antnyn＝
　　 antnvnyn＝ a′vnyn�

故有如下等式组

a ＝ a1s1＝
　　 a1s1u1＝ au1�
（au1）x1＝
　　（ a1s1）p1v1y1� u1b ＝ u1x1b″1；
（a2s2）q1u2x2＝
　　（a3s3）p2v2y2� p1v1y1b″1＝ q1u2x2b″2；
　　…… 　　……
（aisi）qi—1uixi ＝ pi—1vi—1yi—1b″i－1＝
　　（ai＋1si＋1）piviyi� 　　qi—1uixib″i；
　　…… 　　……
（ansn）qn—1unxn ＝
　　a′vnyn�

pn—1vn—1yn—1b″n－1＝
qn—1unxnb″n；

a′vn ＝ a′� vnynb″n ＝vnb″n．
对于上述等式组中的中间2n—1个等式应用数学
归纳假定可知�在（ au1x1S）∪（ a′vnynS）⨂ B 中�
有

au1x1⨂ b″1＝ a′vnyn ⨂b″n；
利用最前面的两行等式可知�在 aS⨂B中�有

a⨂ b ＝ a2s2p1v1y1⨂ b″1．
同理可知在 a′S⨂B中�有

a′⨂ b′＝ ansnqn－1unxn ⨂ b″n．
于是在（ aS∪ a′S）⨂B中�有

a⨂ b ＝a2s2p1v1y1⨂ b″1 ＝
au1x1⨂b″1＝
a′vnyn ⨂ b″n ＝
ansnqn－1unxn ⨂ b″n ＝
a′⨂ b′．

这就证明了 B是平坦左 S-系．　　】
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