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层合复合材料的自由角效应 三维有限差分解
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摘要：针对层合复合材料的自由角附近的层间高应力问题,提出了一个三维有限差分法的方案,计算层合复合材料
在变温下的自由角效应问题,同时与以前的解进行了比较.研究表明,所提出的有限差分方案所得的解是稳定的、
收敛的,对[90°/0°]s 对称铺层碳纤维增强塑料和 Ni/Al 层合复合材料算例来说,比以前的半解析解更接近于用三
维有限元计算的结果.还讨论了层间应力的应力场和层间破坏之间的关系,发现层间剥离应力,即正应力可能是层
间破坏的主要因素.
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Abstract ：A t hr ee-di mensi on fi nit e dif f er ence sche me was pr esent ed t o exa mi ne t he l ocalized hi g h st r ess
fi el d near a f r ee cor ner of l a mi nat e s ubject ed t o a t her mal l oadi ng and ,t hen ,t he fi nit e dif f er ence sol uti on
was co mpar ed t o t he r es ul t s avail abl e until no w .The st udy s ho wed t hat t he sol uti on i s st abl e ,conver gent ,
and agr eeabl e much bet t er wit h t he r es ul t s of 3-di mensi onal fi nit e el e ment anal yses t han half-anal ytic s ol u-
ti on avail abl e f or t he cases of a car bon fi br e r ei nf or ce ment pl asti cs (CFRP )cr oss-pl y l a mi nat e and a Ni/Al-
la mi nat e .The corr el ati on bet ween st r ess fi el d and i nt erl a mi nar f ail ur e was al s o i nvesti gat ed .It was s ho wn
t hat peeli ng st r ess may be a si g nifi cant f act or f or i nt erl a mi nar f ail ur e .
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　　层合复合材料自由边的层间高应力[1～20] ,来自
于各层材料性质的不连续性,由此引起的高应力现
象超出了经典层合复合材料的理论范围,将导致层
合结构的脱层和过早的破坏.相似的,层合复合材料
自由角附近区域的高应力破坏也是一个重要的现

象.虽然“自由角效应”(Free-Cor ner Ef f ect )问题发
生在许多很重要的工程实践中,如在层合复合材料
机翼中,但由于它是三维问题,不能化为二维问题,
因此其求解难度比较大.自1999年以来 W.Becker
等人提出了模型,并给出了[90°/0°]s 对称铺层的一
个半解析解[21] ,文献 [22]后,所见文献极少.C .
Mit t el st edt 等人就[90°/0°]s 对称铺层又给出了一
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个半解析解[23] ,截至目前,任意方向纤维铺层的研
究尚未见到.

采用了文献[24]中的思路给出了三维有限差分
方案,并对四层对称铺层碳纤维增强塑料层合板和
四层[Ni/Al ]s 对称铺层的层合板的变温问题进行
了计算.计算结果与用有限元分析软件 MSC/N AS-
T RAN 三维模型计算所得的结果比 W.Becker 等的
结果[22]更为接近,同时文中的有限差分方案还可以
用来求解任意方向铺层的自由角问题.另外,由例子
发现,层间剥离应力可能是引起层间脱落的主要因
素.文中的有限差分方案是稳定的,收敛的.
1　分析过程
1.1　基本方程和边界条件

对于变温问题有一个弹性对称面的各向异性材
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料的广义虎克定理为
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式中：σij ,εij ,αij (i ,j )=x ,y ,z ,c kl (k ,l )=1,2,…,6
和 ΔT 分别是应力分量、应变分量、热膨胀系数、刚
度系数和变温(横观各向同性的材料中的13个刚度
系数减少为4个独立的刚度系数,6个热膨胀系数
减少为3个).

将式(1)代入无体积力的弹性力学的平衡微分
方程中,并用位移分量来表示,有
c11∂2U

∂x2 +c12 ∂2V
∂x∂y +c13 ∂2W

∂x∂z +

0.5c16
∂2V
∂x2+3∂2U

∂x∂y +c26∂2V
∂y +

c36∂2W
∂y∂z +0.5c66

∂2U
∂y2 + ∂2V

∂x∂y +

0.5c44
∂2U
∂z 2 +∂2W

∂z∂x +0.5c55
∂2V
∂z 2 +∂2W

∂z∂z =0
(2a )

c16∂2U
∂x2 +c36 ∂2W

∂x∂y +0.5c66
∂2U
∂x∂y +∂2V

∂x2 +

c12 ∂2U
∂x∂y +c22∂2V

∂y2 +c23∂2W
∂y∂z +

0.5c26
∂2U
∂y2 +3∂2V

∂x∂y +

0.5c45
∂2W
∂y∂z +∂2V

∂z 2 +0.5c55
∂2W
∂y∂z +∂2V

∂z 2 =0
(2b )

0.5c44
∂2W
∂x2 + ∂2U

∂x∂y +0.5c45 2∂2W
∂x∂y +

∂2V
∂x∂z +∂2U

∂y∂z +0.5c55
∂2W
∂y2 + ∂2V

∂y∂z +

c13 ∂2U
∂x∂z +c23 ∂2V

∂y∂z +c33∂2W
∂z 2 +

0.5c36
∂2U
∂y∂z + ∂2V

∂x∂z =0 (2c )
　　考虑图1所示对称铺层的材料模型,为四分之
一无限大板,x 、y 方向延伸到正无穷,两个边为自由
边,这两个自由边构成一自由角,在这个角附近的区
域会产生很高的层间应力[21] .

图1所示力学模型的边界条件是
x =+∞,U = V =0

图1　“自由角效应”的几何模型
Fig .1　Geometry and coordi nate syste m for

free-corner effect proble m

y =+∞,U = V =0 (3a )
x =0,σxx =σxy =σxy =0
y =0,σyx =σyy =σyz =0
z =±t ,σzz =σz y =σz x =0

(3b )

　　更进一步在相邻的两层之间应该满足位移和应

力连续性条件,即
U (k-1)= U (k),V (k-1)= V (k),W (k-1)= W (k)

(4a )
σ(k-1)
zz =σ(k)

zz ,　σ(k-1)
xz =σ(k)

xz ,　σ(k-1)
yz =σ(k)

yz 　

(4b )
　　图1所示模型并不完全符合工程实际,因而在
下面的有限差分方案中将上述模型稍作改动.
1.2　有限差分法的差分方案

有限差分的计算模型如图2所示.

图2　有限差分法计算模型
Fig .2　Lami nate geometry and constrai nts of the fi nite

difference sche me

图2所示的力学模型是一个厚度尺寸远小于
其它两个方向尺寸的一个层合板,除自由边以外的
边界在 x 和 y 方向都固定.由弹性力学知道,这个
模型与图1所示模型的应力、应变和位移场都具有
很好的近似性.

图2所示问题的边界条件是：
x = b,　U = V =0
y = b,　U = V =0 (5a )

　　　 x =0,σxx =σxy =σxy =0
y =0,σyx =σyy =σyz =0 (5b )
z =±t ,σzz =σz y =σz x =0

　　由于对称性,取层合板的上部分作为研究对象

·33·第3期　　　　　　　　　　　金培鹏等：层合复合材料的自由角效应 三维有限差分解　　　　　　　　　 　　　　



划分栅格,它由 x =0、b,y =0、b 和z =0、t 围成,网
格尺寸Δx i 、Δy i 和Δz i 分别叠加为b 和t .此时,模型
还有边界条件：

z =0,　W =0 (5c )
连续性条件见式(4).

现在来建立满足边界条件式(5)和层间连续性
条件式(4)的方程(2)的有限差分方案.

网格结点分为位于层内材料上的结点或内结点

和位于层外的网格上的假想结点或虚结点.具体方
案见一个平行于 yoz 面剖面,如图3所示.

图3　有限差分方案 yoz 面剖面图
Fig .3　Fi nite difference sche me —yoz-secti on
虚结点上的位移或应力是用材料边界结点的边

界条件来表示的.方程(2)采用显式中央差分方程进
行离散,边界条件式(5)和连续性条件式(4)采用向
前或向后显式差分方程离散.用一个合理的位移场
开始,通过迭代可以使得解答收敛.

特殊点为每一个虚平面上的角点.由于任何一
个角点都是奇异点,因此这些特殊点的边界条件不
能精确定义,而要作一些假定.采用静力等效的近似
边界条件,由圣维南原理知,除过自由角非常微小的
邻域,解是可用的.其实,由文献[21、22]以及有限元
分析软件的计算可知,虽然在自由角的一个极微小
区域内,层间应力并不很高,然而,在大约距自由角
0.125板长处的范围内层间应力达到了最大值.并
且,事实上极端的尖角在现实中并不存在.有限差分
解的收敛性讨论和证明可见文献[24].
1.3　例子中的层合板的数据

采用文献[21]中使用的有限元计算模型,即令
图2中的 b=4mm,t =1mm,h =0.5m,材料的数
据也采用文献[21]中的[90°/0°]s 四层对称铺层碳
纤维增强塑料层合板和四层[Ni/Al ]s 对称铺层的
层合板.

算例1：4层对称铺层碳纤维增强塑料层合板.
E1=135000MPa ,G12=G13=5000MPa ,v12

=v13=0.27,α1= -0.6×10-6 K -1,E2 = E3 =
10000MPa ,G23=3972MPa ,v23=0.27,α2=α3
=40×10-6 K -1.

算例2：4层[Ni/Al ]s 对称铺层的层合板.
E Ni =210000MPa ,v Ni =0.31,αNi =13×10-6

K -1.
E Al =71000MPa ,v Al =0.34,αAl =24×10-6

K -1.
2　结果和讨论

关于构件的ΔT =100K 均匀升温问题,由图4
可以看出,算例1中的4层对称铺层碳纤维增强塑
料层合板,与文献[22]的结果相比,沿 x 边使用文
中所示的有限差分方案,得到的层间剥离应力σzz 与

用商业有限元软件 MSC/Nast r an 算得的结果更符
合.同时还可以看出,当远离自由角时,它趋向于常
数,最大值发生在自由角的一个邻域内,在趋向自由
角的过程中,它迅速地趋向于零.这意味着,对这个
例子来说,自由角本身相比自由边较少具有建立脱
裂临界条件的意义,然而,在它的一个微小的邻域内
有最大的剥离应力发生,此点可以作为临界点.

4　[90°/0°]s 层合板在90°/0°界面上的沿 x 轴的剥离应力
Fig .4　 Resultant i nterl ami nar peeli ng stress f or [90°/

0°]s-lami nate at 90°/0°-interface al ong the x-axis

由图5同样可以看出,三维有限差分的结果与
三维有限元解比文献[22]的结果符合的更好.层间
剪应力σxz 在远离自由角趋向于零,在非常接近自由
角的某个点发生了区域高应力,在自由角处又为零.

沿着 y 边,原则上来说是相同的,三维有限差
分解与三维有限元解也比文献[22]的解更接近,分
布规律也与沿 x 边相似,只是正应力为压应力,剪
应力改变了符号,见图6.

图7描述了算例2[Ni/Al ]s 层合板应力的分
布,同样是一个ΔT =100K 均匀升温的温度荷载,
三维有限差分的结果也比文献[22]的结果更接近于
有限元的解.在远离自由角处,剥离应力σzz 趋向于

一个常量,层间剪应力σxz 趋向于零,同时与算例1
的层间剪应力的分布曲线相似.然而,剥离应力σzz

此时在自由角处有一个相当于远离自由角时2倍的
高应力,达到了最大值,对这个例子来说显然自由角
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图5　[90°/0°]s 层合板在90°/0°界面的沿 x 轴的层间剪
应力

Fig .5　Resultant i nterl ami nar shear stress f or [90°/0°]s-
lami nate at 90°/0°-interface al ong the x-axis

图6　[90°/0°]s 层合板90°/0°界面沿 y 轴的层间正应力
和剪应力

Fig .6　Resultant i nterl ami nar stresses f or [90°/0°]s-lami-
nate at 90°/0°-interface al ong the y-axis

图7　[Ni/Al ]s 层合板在 Ni/Al 界面上沿 x 轴层间剥离
应力和剪应力

Fig .7　Resultant i nterl ami nar stresse for [Ni/Al ]s-lami-
nate at Ni/Al-i nterface al ong the x-axis

问题比自由边问题更具有建立脱裂临界条件的意

义.
由上面的分析可以看出,剥离应力σzz 可能是层

间脱落的主要因素,虽然层间的剪应力在自由边附
近也比较高,但由两个例子的结果知道它们还是比
剥离应力小很多.

由于对任意方向铺层的问题还没有见到半解析

解,因此没有进行比较.但由文献[23]的经验知道,
三维有限差分法对任意铺层的层合复合材料的自由

角问题也是适用的.至于稳定性和收敛性的讨论可

参见文献[24].
3　结论

1)一种没有任何假设的三维有限差分法成功
地被运用于层合复合材料的自由角效应问题的求解

中.
2)该方法所求得的解的精度,明显地得到了提

高,虽然在特殊点上使用了外推法,同时解是稳定的
和收敛的.

3)有限差分方案可能对任意铺层的层合复合
材料的自由角问题也适用,虽然由于没有其它结果
可以比较,无法比较结果,但由 E .Alt us 等[24]用三
维有限差分法对层合复合材料自由边效应问题的研

究可以推测到.对此,当然还应做进一步的有限元分
析、实验工作及文中的三维有限差分方案的计算工
作,并加以比较,才能得出最后的结论.

4)由所举例子可见,层间脱落应力σzz 可能是

层间破坏的决定因素,为了验证这一点,需要做更多
的实验和理论工作.

5)有限差分法的缺点是对任何问题它都是数
值解.因此,对任意铺层的层合复合材料自由角效应
问题的解析解和半解析解的求解还是十分必要的.
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