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广义电磁热弹二维问题的正则模态法
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摘要：应用带有两个热松弛时间的 G-L 广义热弹性理论,研究一理想导体的半无限大电磁介质的电磁热弹耦合的
二维问题.给出介质中的 Max well 方程组,建立了电磁热弹耦合的控制方程,通过正则模态法得到温度、位移、应力
等物理量的解,并用图形反映了各物理量的分布,由此可以看出,热在介质中是以有限速度传播.
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Abstract ：A t wo-di mensi onal coupl ed pr obl e m i n el ect r o magnet o-t her moel astici t y f or a perf ectl y conduc-
ti ng half-space whose s urf ace i s s ubj ect ed t o a t her mal s hock ,is st udi ed .The pr obl e m is i n t he cont ext of
t he Gr een and Li ndsay’s gener alized t her moel astici t y t heor y wit h t wo r el axati on ti mes .The Max well equa-
ti ons ar e f or mul at ed and t he el ect r o magnet o-t her moel astic coupl ed gover ni ng equati ons ar e est abli s hed .The
nor mal mode anal ysi s i s used t o obt ai n t he exact ex pr essi ons f or t he consi der ed vari abl es .The dist ri buti on
of t he consi der ed vari abl es ar e r epr esent ed gr aphicall y .Fr o m t he dist ri buti ons ,t he wave-t ype heat pr opaga-
ti on can be f ound i n t he medi u m .This i ndicat es t hat t he gener alized heat conducti on mechanis m is co m-
plet el y dif f er ent f r o m t he cl assic Fouri er’s i n essence .I n gener alized t her moel astici t y t heor y ,t he heat pr op-
agat es as a wave wit h fi nit e vel ocit y i nst ead of i nfi nit e vel ocit y i n media .
Key words ：t her mal r el axati on ti mes ；gener alized t her moel astici t y t heor y ；nor mal mode anal ysi s ；el ect r o-
magnet o-t her moel astic coupl e ；t her mal wave

　　在经典线性热弹性理论中,无论耦合或非耦合
热弹性理论,其热传导方程都是扩散型的,这意味着
在热冲击下热在介质中的传播速度无限大,而这与
实验观测不相符.学者们发展了2种广义热弹性理
论来弥补经典线性热弹性理论的不足,一是 L ORD
等的[1]广义热弹性理论(L-S )；二是 GREEN 等的[2]

广义热弹性理论(G-L ).这2种理论都保证了热在
介质中以有限的速度进行传播.热弹性体在磁场作
用下,磁场与应力应变之间相互作用的研究关系到
诸多领域,尤其是在核工业领域,研究核反应堆内急
剧高温及其温度梯度以及所施加的磁场之间的关

　　收稿日期：2004-06-03
　　基金项目：国家自然科学基金(10472039,10472089)
　　作者简介：何天虎(1973-),男,甘肃靖远人,博士,副教授.

系,对核反应堆装置的设计及运行具有重要的意义.
基于 L-S 理论,S HARMA 和 C HANDRASE-

K HARAI A H 等[3,4]采用势函数法及状态空间法研

究了一维瞬态的磁热弹,S HERI EF 和 EZZ AT [5]采

用拉普拉斯变换研究了无限长环形圆柱的磁热弹耦

合广义热冲击,S HERI EF 和 HEL MY [6]通过拉普

拉斯及傅立叶变换研究了电和热可导的半无限大电

磁介质的电磁热弹耦合的二维热冲击；基于 G-L 理
论,CHOUDHURI 等[7]研究了热冲击作用下电和

热可导的弹性半空间中磁热弹性波传播的一维问

题,EZZ AT 等[8]采用状态空间法研究了一厚度有

限的无限大理想导体电磁热弹耦合的二维问题.
本文应用 G-L 理论,采用正则模态法,研究了

一半无限大理想导体的电磁热弹性耦合的二维热冲
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击.
1　基本方程

在各向同性、线性和均匀的介质中,Max well 方
程组的形式为

∇ ×h = J +ε0̇E,　∇ ×E =-μ0̇h
E =-μ0(̇u × H),　∇·h =0 (1)

式中：h 是磁感应强度；J 是电流密度；E 是电场强
度；u 是位移；H 是外部所施加的磁场强度；μ0、ε0 分
别是磁导率和介电率；∇是 Ha mil t on 算子.

不计体力及内热源,考虑洛仑兹力,G-L 型的广
义电磁热弹性理论的控制方程为

σij =2μe ij +λe kkδij -γ(T -T0+τ1Ṫ )δij (2)
σij ,j +F i =ρ̈u i (3)
κ∇2T =ρc E (̇T +τ2T̈ )+γT 0̇u i ,i

e ij = 1
2(u i ,j +u j ,i ) (4)

F i = μ0(J × H)i (5)
式中：各物理量上方的点表示对时间微分,下方的撇
表示对坐标微分,i ,j =1,2；σij 为应力分量；e ij 为应

变分量；u i 为位移分量；F i 为洛仑兹力分量；T 为绝
对温度；T0 为初始温度；κ为热传导系数；τ1、τ2 为热
松弛时间；ρ为质量密度；c E 为常体积下的比热；λ、μ
为拉梅常数；g =(3λ+2μ)αt；αt 为线性热膨胀系数；

ξ2为 Lapl ace 算子.
考虑一理想导体的半无限大电磁介质的二维问

题(x ≥0),所考虑的物理量是时间 t 和坐标 x 、y 的
函数.电磁介质置于磁场强度为 H =(0,0,H0)的磁
场中,H 的方向沿着坐标 z 方向.t =0,电磁介质表
面上受到热冲击作用.由于 H 的作用,介质中产生
了感应的磁场 h 和电场 E .

位移具有以下分量

u x = u(x ,y ,t ),u y =υ(x ,y ,t ),u z =0 (6)
由式(4,6)可以得到应变分量

e xx =∂u
∂x ,　e yy =∂υ

∂y ,　e xy = 1
2

∂u
∂y +∂υ

∂x
e xz =e yz =e zz =0 (7)

由式(2,7)可以得到应力分量
σxx = (λ+2μ)∂u∂x +λ∂υ

∂y -γ(T -T0+τ1Ṫ )

σyy = (λ+2μ)∂υ∂y +λ∂u
∂x -γ(T -T0+τ1Ṫ )

σxy = μ∂u/∂y +∂υ/∂x (8)
由式(1)可以得到

E = μ0H0(-υ̇,̇u ,0),　h =- H0(0,0,e)
J = (- H0e ,y +ε0μ0H 0̈υ,H0e ,x -ε0μ0H 0̈u ,0)

式中：e 是体积膨胀率,其表达式为
e =∂u/∂x +∂υ/∂x (9)

从而,由式(5)可以得到
F x = μ0H20

∂e
∂x -ε0μ0∂2u

∂t2
F y = μ0H20

∂e
∂y -ε0μ0∂2υ

∂t2
F2 =0

(10)

由式(3,8,10)可以得到
(λ+μ)∂e∂x +μ∇2u -γ∂T

∂x +τ1 ∂2T
∂t∂x +

　　μ0H20
∂e
∂x -ε0μ0∂2u

∂t2 =ρ∂2u
∂t2

(λ+μ)∂e∂y +μ∇2v -γ∂T
∂y +τ1 ∂2T

∂t∂y +

　　μ0H20
∂e
∂y -ε0μ0∂2υ

∂t2 =ρ∂2υ
∂t2

为了便于计算,引入下面的无量纲量
x ∗ =c1ηx ,　y ∗ =c1ηy ,　u ∗ =c1ηu
υ∗ =c1ηυ,　t ∗ =c21ηt ,　τ∗

i =c21ητi

σ∗
ij =σij/μ,　θ=γ(T -T0)/ρc 21,　η=ρc E/κ

c 21 = (λ+2μ)/ρ+μ0H20/ρ　　　　　(i =1,2)
(11)

　　利用式(11)中定义的无量纲量,上述的控制方
程经无量纲化处理可以得到(为了方便起见,省去各
量右上方的∗号)
(β2-1)∂e∂x +∇2u -β2 ∂θ

∂x +τ1 ∂2θ
∂t∂x =α0∂2u

∂t2
(12)

(β2-1)∂e∂x +∇2υ-β2 ∂θ
∂y +τ1 ∂2θ

∂t∂y =α0∂2υ
∂t2
(13)

∇2θ= ∂θ
∂t +τ2∂2θ

∂t2 +ε1∂e∂t (14)

式中 　β2 =c21/c21,　α0 =αβ2,　ε1 = T0γ2/ρ2c Ec 21
　　　c2 =1/ε0μ0,　c2 = (μ/ρ)1/2

　　　α=1+a20/c2,　a20 = μ0H20/ρ
本构方程简化为

σxx = (β20-2)e +2∂u
∂x -β2 θ+τ1∂θ∂t (15)

σyy = (β20-2)e +2∂υ
∂y -β2 θ+τ1∂θ∂t

σxy =∂u/∂y +∂υ/∂x (16)
式中：β20=(λ+2μ)/μ.

由式(12,13)可得
∇2-α∂2

∂t2 e - 1+τ1 ∂
∂t ∇2θ=0 (17)
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2　正则模态分析
根据正则模态法,各物理量的解的形式分解为

[u ,υ,e ,θ,σij ](x ,y ,t )= [u ∗(x ),υ∗(x ),e ∗(x ),
θ*(x ),σ∗

ij (x )]exp (ωt +iay ) (18)
式中：ω是复时间常量；a 是 y 向的波数.

由式(14,17,18)可得
(D2-a2-ω-τ2ω2)θ∗(x )=ε1ωe ∗(x )(19)
(D2-a2-αω2)e ∗(x )-(1+
　　　　　　τ1ω)(D2-a2)θ∗(x )=0 (20)

式中：D=∂/∂x .
式(19,20)消去θ∗(x ),得到 e ∗(x )所满足的偏

微分方程

(D4-AD2+C)e ∗(x )=0
式中 　A =2a2+b1,　C = a4+a2b1+b2
　　　 b1 = ω(1+τ2ω)+αω2+ε1ω(1+τ1ω)
　　　 b2 =αω3(1+τ2ω).
类似可得θ∗(x )所满足的偏微分方程

(D4-AD2+C)θ∗(x )=0
　　根据根与系数的关系,上式可表示为

(D2-k21)(D2-k22)e ∗(x )=0 (21)
式中：k2

i (i =1,2)是特征方程 k4-Ak2+C=0的根.
式(21)的解具有如下的形式

e ∗(x )= ∑2
i =1

e ∗
i (x ) (22)

式中：e ∗
i (x )是(D2-k2

i )e ∗
i (x )=0的解,i =1,2.

求解式(22),注意在 x →∞时解是有界的,可得
e i (x )= R i (a,ω)e -ki x

式中：R i (a,ω)为待定参数,则

e ∗(x )= ∑2
i =1

R i (a,ω)e -ki x (23)

θ∗(x )= ∑2
i =1

R i′(a,ω)e -ki x (24)

式中：R i′(a,ω)为待定参数.
把式(23,24)代入式(19),可以得到

R i′= ε1ω
k i

2-a2-ω(1+τ2ω)
R i (i =1,2) (25)

将式(25)代入式(24),得到
　θ∗(x )= ∑2

i =1
ε1ω

k i
2-a2-ω(1+τ2ω)

R ie -ki x (26)

由式(23,26)可以推导得到
u ∗(x )= Ga2e -mx -∑2

i =1
k iR i

k 2
i -a2e -ki x

υ∗(x )=-ia mGe -mx -∑2
i =1

R i

k 2
i -a2e -ki x

σ∗
xx (x )=-2mGa2e -mx +∑2

i =1
2a2

k2
i -a2 +β20-

　　　　
β2ε1ω(1+τ1ω)

k2
i -a2-ω(1+τ2ω)R ie -ki x

σ∗
xy (x )=-ia 2∑2

i =1
k iR i

k 2
i -a2e -ki x -(m2+a2)Ge -mx

式中：m2=a2+α0ω2；G=G(a,ω)为待定参数.
为了确定其中的待定参数 R i (i =1,2)及 G,需

考虑边界条件(x =0)：1)热边界条件即介质表面受
到热冲击的作用θ(0,y ,t )=f (y ,t )；2)力边界条件
即介质表面的应力自由σxx (0,y ,t )=σxy (0,y ,t )=
0.将各物理量的表达式代入上述的边界条件可得

∑2
i =1

ε1ω
k 2

i -a2-ω(1+τ2ω)
R i = f ∗(a,ω)-

　　　2mGa2+∑2
i =1

2a2

k2
i -a2 +β20-

　　　
β2ε1ω(1+τ1ω)

k2
i -a2-ω(1+τ2ω)R i =0

2∑2
i =1

k iR i

k 2
i -a2 -(m2+a2)G =0

(27)
求解式(27),可得
G = 2

m2+a2
k1

k21-a2R1+ k2
k22-a2R2

R1 =-f ∗(a,ω)[β2(1+τ1ω)c2-d2]
c1d2-d1c2

R2 =-f ∗(a,ω)[β2(1+τ1ω)c1-d1]
c1d2-d1c2

c1 =ε1ω/[k21-a2-ω(1+τ2ω)]
c2 =ε1ω/[k22-a2-ω(1+τ2ω)]

d1 = -4ma2k1
(m2+a2)(k21-a2)+ 2a2

k21-a2 +β20

d2 = -4ma2k2
(m2+a2)(k22-a2)+ 2a2

k22-a2 +β20

3　算例
施加于介质表面的热冲击 f (y ,t )的表达式为

f (y ,t )=θ0H(L -|y |) (28)
式中：H 为单位阶跃函数；θ0 为一常量.式(28)表示
介质表面-L ≤y ≤L 的窄带上受到幅值为θ0 的热
冲击作用.

考虑理想导体为铜材料,计算中所需材料性能
参数可参见文[6].由于ω是复时间常量,即其具有
形式ω=ω0+iξ,而e ωt =e ω0t (cos ζt +isi n ζt ),在时
间 t 极小时,可令ω=ω0.考虑在 y =0平面上温度、
位移、应力、感应的磁场和感应的电场分别在时刻 t
=0.01和 t =0.10时的分布情况,给定τ1 =0.03、
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τ2 =0.02、θ0 =1、ω0 =2及 a =1.2,计算得到无量
纲的温度、位移、应力、感应的磁场和感应的电场表
达式中实数部分的分布分别见图1～5.

磁介质置于磁场中,受热冲击作用而产生膨胀

变形,由于外加磁场的作用,从而在介质中产生感应
的磁场强度和电场强度.由介质的几何对称性及热
边界条件的对称性可知,在y =0的平面上,位移分
量υ及感应的电场强度分量 E1 为零.

　　从以上各物理量的分布可以看出,其值只在有
限的区域内不为零,而在超出该区域后值都是零,即
没有受到热扰动影响,考虑不同时刻,随着时间推
移,其不为零的区域也相应地在移动,这说明热以波
动形式在介质中进行传播,给定不同时刻,热波波前
的位置也将相应地在介质中移动,也即热波波前在
介质中的位置随考虑时刻不同而不同,这与经典的
热传导是完全不同的,它说明热是以波的形式以有
限速度、而不是以无限速度在介质中进行传播的.
4　结论

磁介质受热发生变形,变形的介质在磁场作用
下产生了感应的磁场和电场,体现了磁热弹性的相
互耦合效应.热在介质中的传播呈现波动性,热波波
前的位置随考虑时刻的不同而相应地进行移动.
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