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摘   要：谱聚类算法通常是采用高斯核作为相似性度量，并利用所有可用的特征来构建具有欧氏距离的相似度矩

阵，数据集复杂度会影响其谱聚类性能，因此该文提出一种基于公理化模糊子集(AFS)的改进谱聚类算法。首先

结合AFS算法，利用识别特征来衡量更合适的数据成对相似性，生成更强大的亲合矩阵；再有效地利用

Nyström采样算法，计算采样点间以及采样点和剩余点间的相似度矩阵去降低计算的复杂度；最后通过在不同数

据集以及图像分割上进行实验，证明了提出算法的有效性。
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Abstract: Gaussian kernel is usually used as the similarity measure in spectral clustering algorithm, and all the

available features are used to construct the similarity matrix with Euclidean distance. The complexity of the

data set would affect its spectral clustering performance. Therefore, an improved spectral clustering algorithm

based on Axiomatic Fuzzy Set (AFS) is proposed. Firstly, AFS algorithm is combined to measure the similarity

of more suitable data by recognizing features, and the stronger affinity matrix is generated. Then Nyström

sampling algorithm is used to calculate the similarity matrix between the sampling points and the sampling

points and the remaining points to reduce the computational complexity. Finally, the experiment is carried out

by using different data sets and image segmentations, the effectiveness of the proposed algorithm are proved.
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1    引言

聚类算法[1–3]已经应用在许多学科研究中，如

数据挖掘[4]、文档检索、图像分割[5]和模式识别。

传统的聚类算法有K-means算法[6,7]、FCM算法[8]、

EM算法等，这些聚类算法在凸球形的数据样本空

间上能取得很好的聚类效果，然而，当数据以更复

杂或未知的方式出现时，这些方法的聚类往往欠

佳，易陷入局部最优。为了解决以上数据聚类问题

以及如何收敛于全局最优问题，学者们提出了一种

新的聚类算法—谱聚类算法[9](spectral clustering
algorithm)，因此，Zelnik-Manor等人[10]提出了

Self-Tuning谱聚类算法(STSC), STSC算法把样本

点的邻域信息引入到相似矩阵的计算中，通过自适

应得到相似矩阵函数；Yang等人[11]提出的密度敏
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感相似函数的谱聚类，其通过调整不同区域的密度

距离定义了一个新的相似性测度函数的谱聚类算

法，提高了集群性能的合成。然而，这些改进算法

仍然容易受到噪声和不相关因素的影响。

数据相似度的概念往往紧密地联系在一个特定

的度量函数上。然而，确定有效谱聚类的相似性一

直以来是一个具有挑战性的问题[12]，复杂的数据往

往是高维异构，在没有任何先验知识的情况下，盲

目测量成对的相似性和构建数据图是容易受到噪声

干扰[13]，尤其对现实世界的视觉数据，如图像和视

频，由于不可控制的变化较多，如光照变化、背景

来源不稳定，以及背景杂波等[14]。为了解决上述问

题，Pavan等人[15]提出了一种通过选择最大群体(或

最大化平均成对亲和度)来形成紧密邻域的概念算

法，希望以较少的样本之间的亲缘关系边缘构造亲

合图，在聚类问题上取得了一定的效果；文献[13]

利用树层次相似度信息，用非线性亲和建构方式提

出了一种随机森林的方法消除噪声特征。本文算法

中的图推理方法不是盲目获取所有可用的变量，而

是利用识别特征来衡量更合适的数据成对相似性，

因此，创建的亲和度矩阵对于嘈杂的真实数据聚类

效果更好。

本文提出的算法中，存储相似度矩阵需要的空

间复杂度是O(N2)，而对Laplace矩阵特征分解，需

要的时间复杂度通常为O(N3)，因此，降低谱聚类

算法的复杂度并提高聚类处理速度就非常重要。目

前，Nyström采样算法是降低复杂度的有效算

法[16]，本文利用Nyström采样算法降低复杂度，并

应用到改进谱聚类算法中。

2    AFS算法
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AFS(Axiomatic Fuzzy Set)算法[17, 18]不是使用

常见的欧式距离作为度量，而是通过模糊隶属函数

来获取数据结构，而样本之间的距离由隶属度表

示，能够建立距离的测量区分特征子空间，为处理

现实数据中存在的噪声提供了有效方法。然而，在

AFS聚类中，相似矩阵 不一定满足模

糊传递条件。通常当且仅当它们之间的相似度大于

或等于预定阈值 时，对象被认为与另一对象相

似。因此，传递条件表明，对于任何3个对象 ，

和 ，如果对象 类似于对象 ( )，并且对象

类似于对象 ( )，对象 也就类似于对象

( )。由于传递条件对于聚类是必不可少

的，由 表示。 被定义为最

小对称和传递矩阵。通常，通过搜索整数 来获得

，使得 。对于给定的阈值 ，对

®

sii = 1
®

sii < ®

象可以被分割成不同的集群，然而，每个阈值 导

致一个特定的聚类结果，因此，评估标准对于获得

清晰的结果是必要的，特别是在模糊聚类中。此

外，相似性矩阵可能不是自反的(例如 并不

总是保持)，这意味着某些样本不能以某个 (当
)聚类。因此，对于AFS聚类(例如，提取在

以前的聚类过程中未聚类的样本)需要重新聚类过

程。上述过程也非常耗时。

3    基于AFS的改进谱聚类算法

3.1  在AFS空间中建立距离测量

由隶属函数确定的AFS模糊集及其逻辑运算，

通过考虑模糊性和随机性，AFS算法可以基于数据

库内的信息来创建隶属函数和模糊逻辑。同时，由

从概率空间绘制的观测数据确定的隶属函数和模糊

逻辑运算与由概率空间中表示的概率分布确定的隶

属函数和模糊逻辑运算一致，AFS算法的主要思想

是将数据转换为模糊隶属函数，并实现其逻辑运

算，然后从AFS空间而不是原始特征空间提取信

息。本文算法在AFS空间中建立距离测量，而不是

通常使用的欧氏距离来更好地提取数据结构。

X = fx 1; x 2; ¢¢¢; xng µ R

xi = fx i1; x i2; ¢¢¢; x isg X

F = ff 1; f 2; ¢¢¢; f sg x ij = f j (x i) x i

f j i = 1; 2; ¢¢¢;n j = 1; 2; ¢¢¢; s

设样本集为 ，其中

,   上 的 隶 属 度 函 数

,  表示样本 在属性

上的值，其中 ,  。

= fm1;1;m1;2; ¢¢¢;m1;r1;m2;1;m2;2; ¢¢¢;m2;r2; ¢¢¢
ms;1;ms;2; ¢¢¢;ms;rsg

f i ri mi;1;mi;2; ¢¢¢;mi;ri

f i

,

表示简单模糊概念的集合，属

性 上取 个模糊概念， 是与属性

相关联的模糊概念“大”，“中”，“小”等。

m EM¤若 是非空集。集合 定义为

EM¤ =

(X
i2I

ÃY
m2 i

m

!¯̄̄
i µ ; i 2 I

)
(1)

I其中， 为非空索引集。

EM¤ EM¤因此， 可以通过与等效关系相关联的

来定义，实际上，每个模糊集可以被唯一地分解：

»=
X
i2I

ÃY
m2 i

m

!
(2)

i这里， 是 的子集。

x
µ x 2
设 是一个集合， 是一个集合的模糊项。对

于 ,  ，可以写成
¸ (x) = fy 2 x jx ¸m y 8m 2 g µ X (3)

m 2 x ¸m y x m

y m ¸ (x) xY
m2 m x ¸ (x)

其中，对于 , “ ”意味着 属于 的程

度大于等于 属于 的程度。 是 中其属性集合

小于或等于 的所有元素的集合。 由
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模糊集 的语义和观测数据集的概率分布决定。

» 2 EM ¹» X ! [0; 1]
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对于模糊集 ，对于 ： 。

为AFS算法模糊逻辑的一组相关隶

属函数。 称为模糊项 的权重函数，其中， 为

上的模糊项， 。则可以计算相

关隶属函数为
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本文算法对于度量空间中每个样本 ，找到一

个模糊子集 ，使得 有效地表示 ，

这个集合称为“ 的描述”。在这里，模糊隶属函

数被用作特征的度量，如果属于 的 的隶属度

大于某个阈值， 足以区分 与其它阈值。使用

以上的模糊项来定义一组：

B "
x = fm 2 M j¹m (x) ¸ max f¹m (x)g ¡ "g (5)

"

B "
x x

x

其中， 是表示误差阈值的最小正数，其是经验性

地设定， 是可以表示 所有可能的模糊项的集

合。 可以描述为

³x = ^
m2B "

x

m (6)

^

Xi Xj

其中， 是AFS算法中的模糊连接逻辑运算。上

述过程能在区分模糊子空间中用不同模糊项表示样

本，通过模糊隶属函数选择这些子空间，消除噪

声。此外，通过模糊隶属度和在AFS中定义的逻辑

运算的数据距离推理，即使用属于由模糊集表示的

另一个描述的样本的隶属度作为距离度量。对于两

个样本 和 ，它们之间的距离定义为

ij = 1¡min
n
¹¹³Xj

(Xi) ; ¹¹³Xi
(Xj)

o
(7)

¹¹Xi
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8>>>>><>>>>>:
mk 2 ³Xi

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄

NX
k=1

¹mk (Xj)

N

9>>>>>=>>>>>;
(8)

¹mk (Xj) mk Xj

mk ³Xi ¹¹Xi
(Xj)

Xi Xj

其中， 是属于模糊项 的 的隶属度，如

式(6)所示， 表示属于 的模糊项， 表

示属于 描述的 的平均隶属度。这种距离测量

不是盲目地使用整个特征空间，而是考虑由一对样

本共享的独特特征，通过减少无用特征或噪声来更

好地表达数据中的真实结构的成对距离。

因此，本文将距离测量的方法应用到谱聚类算

法中，得到新的相似度函数：

ij = exp
µ
¡ ij

2

2¾i¾j

¶
(9)

¾i = d (si; sK) si K

K = 7

其中， 表示样本点 到第 个最近样

本点之间的距离， [10]。

3.2  Nyström采样算法

N

n

N ¡ n

Nyström采样算法将 个数据点分成两部分，

其中一部分为 个数据样本点，为随机抽样所得，

另一部分为剩余的 个样本点，谱聚类相似矩

阵 就可以写成

=

·
T

¸
(10)

2 Rn£n (i; j) i

j 2 R(N¡n)£n (i; k)

i k
2 R(N¡n)£(N¡n) (s; k) k
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其中， ,  为第 个随机抽样点与第

之间的相似度矩阵， ,  为第

个抽样点与第 个剩余点间的相似度矩阵，

， 为第 个剩余点与第

个剩余点间的相似度矩阵，令 为 的近似特征

向量，由Nyström扩展可得

= T (11)

=

2664
¸1

¸2
: : :

¸n

3775 (12)

¸i i = 1; 2; ¢ ¢ ¢;n ¸i其中， 为 的特征值， ，如 均

大于零，则 为正定矩阵，反之则不是。

=

·
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^则当 为近似的 时，有

^ = ¹ ¹ T
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¤
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T T ¡1

¸
=
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¸
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由式(14)可知，Nyström扩展采样算法用

逼近 。由于 ,  会很大，而

采用Nyström扩展采样算法逼近，避免了使用剩余

点间的相似度矩阵，就会在很大程度上减低问题的

空间和时间的复杂度。

定理 1　如果 是正定矩阵，定义：

= + ¡1=2 T ¡1=2 (15)
1=2其中， 为 的对称正定的平方根，将 对角

化得

= T (16)
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^则 的特征向量为

=

·
T

¸
¡1=2 ¡1=2

(17)

^ = T T =即 ,  。

定理 2　如果 是非正定矩阵，令

¹ T = T ¡1 T (18)

= ¹ 1=2 T定义： ，对 进行对角分解，可得

T = T (19)

^则 的特征向量为

=
¡1=2

(20)

^ = T T =即 ,  。

在谱聚类算法中，要对相似度矩阵进行归一化

处理。文献[19]中提出了节点度：

d = ^ 1

=

"
1n + 1m

T1n +
T ¡1 1m

#
=

·
r + r

t +
T ¡1

r

¸
(21)

m = N ¡ n r; r 2 Rm ;

t 2 Rn 1
;

其中， ,  分别表示矩阵

的行之和， 为矩阵 的列之和， 表示元素

均为1的列向量，利用节点度将 归一化处理：

ijp
didj

! ij; i; j = 1; 2; ¢¢¢;n

ijp
didj+n

! ij; i; j = 1; 2; ¢¢¢; n (22)

3.3  基于AFS的改进谱聚类算法的步骤

X = fx i ji = 1; 2; ¢¢¢;Ng
n k

输入：数据集 ，Nyström

采样算法的随机采样数为 ，聚类数目为 ；

k输出：聚类产生 个类；

f i mij步骤1  为每个特征 构造模糊项 ；

¹m2M (x)步骤2  用式(4)计算样本隶属函数 ；

B "
x步骤3  利用式(5)找到模糊项 ；

³x步骤4  利用式(6)构建每个样本的描述 ；

ij步骤5  通过式(7)计算成对距离 ；

ij步骤6  用公式(9)构建亲和矩阵 ；

n步骤7  利用Nyström采样算法，随机采样 个

数据点，然后从 中选出相应的元素，再构造抽

样点间的相似度矩阵 和抽样点与剩余点间的相似

度矩阵 ；

d步骤8  利用式(21)计算节点度 ，然后根据式

(22)对 和 进行归一化处理；

ij

步骤9  在 和 进行归一化处理后，根据定理

1以及定理2计算出 的正交特征向量 ；

k步骤10  计算矩阵 前 个最大的特征向量，

1 2; ¢¢¢; k k = [ 1 2 ¢¢¢ k]记为： ,   ，设矩阵 ；

ij =
ij³X

j
2
ij

´1=2
步骤11  对矩阵 的每一行进行归一化处理得

到矩阵 ；

ij步骤12  使用K-means算法对矩阵 进行聚类。

4    实验分析

4.1  性能指标

为了评估该算法的性能，本文算法与其它聚类

方法使用以下两个性能指标比较聚类结果：聚类误

差(Clustering Error, CE) [ 2 0 ]和归一化互信息

(Normalized Mutual Information, NMI)。
CE被广泛用于评价聚类性能，CE的计算为

CE = 1¡

nX
i=1

± (ti;map (ri))

n

(23)

ti ri x i

± (x ; y)
其中， 和 分别是 的真实类标签和获得的聚类

索引， 是三角函数。

NMI是测量算法聚类性能的另一个广泛使用的

度量标准，如式(24)[21]：

NMI =

cX
l

cX
h=1

nl;h lg
µ

nnl;h

nln̂h

¶
vuutÃ cX

l=1

nl lg
nl

n

!Ã cX
h=1

n̂h lg
n̂h

n

! (24)

nl cl 1 · l · c

n̂h h 1 · h · c nl;h

cl h

其中， 表示簇 ( )中包含的数据数，

是属于第 类的数据数( ),  表示簇

和第 类之间的交集中的数据数。NMI越大，性

能越好。

4.2  UCI数据集的实验结果与分析

为了验证本文算法的聚类效果，本文分别选取

了UCI数据集中的以下8类不同数据集作为测试样

本，表1为这8类数据集的特征，分别为数据总数、

类的个数以及维数。

表 1  数据集特征

数据集 数据总数 类数 维数

Iris 150   3   4

Heart 270   2 13

Sonar 208   2 60

Wine 178   3 13

Protein 552   8 77

Hepatitis 155   2 19

Segmentation 2310   7 19

Pen digits 10992 10 16
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本文分别采用4种聚类算法进行对比：SC,
STSC, AFS和本文算法。在SC, STSC以及本文算

法中，都使用了K-means算法对矩阵的前K个最大

特征值对应的特征向量进行聚类，聚类前对数据集

进行归一化处理，对特征向量独立运行30次，其结

果为所有数据点到聚类中心距离的平方和的最小

值。本文算法中，从原始数据集中随机采样100个
数据点作为数据采样点，表2为独立运行30次4种算

法的平均值。

由表2可以得出，本文算法对比其它算法在多

个数据集上都有所提高。在Iris, Wine数据集中，

本文算法比STSC算法相对聚类误差率略高，由于

这两个数据集中只有150个样本和178个样本，实际

上差异只有1个或2个样本；AFS聚类对Protein,
Heart等多集群的数据集，聚类误差率较高，是因

为AFS根据每个集群的边界选择最佳的数据分区，

随着群集数量的增加，寻找边界的难度也越来越

大，而本文算法在Heart, Sonar, Protein, Hepatitis,
Segmentation, Pen digits数据集上，相对于SC算
法、STSC算法以及AFS算法，聚类误差(CE)均得

到了改善。因此，本文算法降低了聚类误差率。

NMI测量的聚类性能如表3所示，本文算法优

于其它算法，在处理Sonar数据集时，STSC的聚类

性能相对较弱。由于STSC和本文算法都使用邻域

信息，因此可知与基于整个特征空间的欧氏距离相

比，采用具有特征特征子空间的模糊隶属度作为距

离度量，在亲和度图构造方面能使聚类性能更好。

4.3  图像分割

为了进一步验证本文算法的有效性，将其应用

到图像分割。本文算法中，图像提取采用基于小波

能量的特征提取方法[22]，从原始数据集中随机采样

100个像素点作为采样点。

图1(a)为一副256×256像素的合成孔径雷达

(Synthetic Aperturo Radar, SAR)图像，图2(a)为
谱聚类算法分割结果，图3(a)为本文算法分割结

果。表4是SAR图像分割性能对比表，由于使用了

像素的灰度信息，并且谱聚类算法中的欧氏距离对

噪声相对较为敏感。而本文算法利用模糊隶属函数

导出关联图，来代替使用欧氏距离，有效地消除了

噪声。由表4可知本文算法在有效缩短运行时间的

同时还提高了图像分割的精度和效率，因此本文算

法对于SAR图像的分割优于谱聚类算法。

图1(b)为一副350×258像素的图像，包括3类地

物：树、河流和陆地；图2(b)为谱聚类算法分割结

果；图3(b)为本文算法分割结果。由表5可知，本

文算法相比谱聚类算法缩短了运行时间，降低了误

表 2  数据集的CE(%)

数据集 SC STSC AFS 本文算法

Iris 10.71 7.46 9.72 7.63

Heart 20.96 22.13 30.63 12.42

Sonar 44.53 46.83 38.52 33.60

Wine 2.92 2.91 3.54 3.13

Protein 54.70 55.67 55.12 48.87

Hepatitis 30.76 38.73 32.34 23.20

Segmentation 22.08 21.35 31.17 18.63

Pen digits 25.37 24.25 – 22.16

表 3  数据集的NMI(%)

数据集 SC STSC AFS 本文算法

Iris 75.87 78.63 78.06 85.49

Heart 28.54 26.23 18.45 40.33

Sonar 7.32 1.83 15.47 22.38

Wine 89.30 89.34 85.67 87.96

Protein 54.43 48.24 36.62 65.80

Hepatitis 13.75 4.78 3.57 17.42

Segmentation 65.58 66.72 58.56 72.24

Pen digits 60.53 61.48 – 66.52

 

 
图 1 原图
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分率，因此本文算法图像分割明显优于谱聚类算法。

RI = (nz=N)£ 100% nz

N

其性能用运行时间和误分率表示，其中误分率

的计算方法为： ，其中， 为

错误分割的像素点数， 为图像的总像素点数。

4.4  算法复杂度的分析

本文算法利用Nyström采样算法降低数据处理

的复杂度，其复杂度分析如表6所示。其中，N为

样本点的总数，n为随机采样数，T为K-means算法

的迭代次数。由此可见，本文算法的计算复杂度为

O(n2N)，而未利用Nyström采样算法时的计算复杂

度为O(N3)，因此，利用Nyström采样算法有效降

低了数据处理的复杂度。

5    结论

本文通过改进AFS算法的模糊理论定义数据相

似性，并通过模糊隶属函数导出关联图，来代替使

用欧氏距离，从而减少噪声的干扰。此外，本文通

过亲和图获取和结合分布在区分特征子空间中的样本，

并通过每个样本的模糊描述识别邻近度。再利用

Nyström采样算法去降低计算的复杂度，通过在不同

类型数据集以及图像实验证明其有效性。与其他先

进算法相比，实验结果显示出了其优越性和可行性。

表 4  SAR图像分割性能对比表

谱聚类算法 本文算法

运行时间(S) 30.62 3.27

误分率(%) 9.53 5.34

表 5  树图像分割性能对比表

谱聚类算法 本文算法

运行时间(S) 16.39 4.25

误分率(%) 6.87 2.13

表 6  复杂度分析

计算步骤 复杂度

计算矩阵 O(n2)

计算矩阵 O(n(N–n))

若矩阵 正定

对 矩阵分解 O(n3)

求解矩阵 O(n2(N–n))

矩阵分解 O(n3)

求解矩阵 O(n2N)

若矩阵 非正定

求解矩阵 O(n2N)

对矩阵 对角分解 O(n3)

求解矩阵 O(n2N)

K-means算法进行聚类 O(nK2T)

 

 
图 2 谱聚类算法分割结果

 

 
图 3 本文算法分割结果
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