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一种严密的结构最优控制极值条件及算法实现 
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(兰州理工大学防震减灾研究所，兰州 730050)  

摘  要：针对结构振动控制的特点，导出了可用于时域响应最优控制的极值条件。该组表达式对于采用线性二次

型最优控制的强迫振动系统而言，是概念上严密的极值条件。对比了几种现有最优控制算法的思路，介绍了对结

构控制算法建模思路进行改进的技术要点。利用伴随方程与状态方程形式上的相似性，用数值方法实现了一种新

的结构最优控制算法。选用由作者承担设计过的三个实际隔震工程作为算例，对比了输入三种不同地震波时各种

算法在模型表达和减震效果上的几个重要特点。 
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A RIGOROUS EXTREME VALUE CONDITION FOR OPTIMAL 
STRUCTURAL CONTROL AND ITS REALIZATION ALGORITHM 

DU Yong-feng 
(Institute of Earthquake Protection and Disaster Mitigation, Lanzhou University of Technology, Lanzhou 730050, China) 

 

Abstract:  An extreme value condition is derived for optimal control to time-domain response of structures 
subjected to earthquake excitation by taking the special properties of structural vibration control into account. For 
the purpose of calculating the control force of a forced vibration system using LQR method, the extreme value 
condition presented in the study is conceptually rigorous. Several current algorithms for optimal control to 
structural vibration were compared, and the main improvement over the current algorithms was highlighted. A 
new algorithm of optimal control to structural vibration has been realized by using state transition method which 
is based on the similarity between the companion equation and the state equation. Three isolated buildings 
designed by the author are employed as numerical examples, and several important features such as the model 
expression and control effect of different algorithms are investigated due to three different earthquake signals. 
Key words:  structural vibration control; control algorithm; optimal control; base isolation; smart isolation 
 
结构减震控制技术及其应用目前已成为工程

抗震领域最具有活力的研究方向之一。控制算法用

来确定每个时刻控制力的大小，对控制效果的优劣

起着举足轻重的作用[1,2]。线性二次型最优控制算法

(LQR)作为控制理论的基础，在土木工程振动控制
中得到很广泛的应用。然而，目前 LQR 算法在时
域响应控制方面的两种实现，是在结构控制研究的

初期建立的近似解。由于地震波事先未知，有些文

献不得不假定地震激励服从某种统计规律[3]。事实

上，结构地震响应控制主要针对的问题是随机地震

激励的每一个具体实现，建立合理的时域响应控制

算法，在工程上和学术上都有重要意义。现有的两

种时域内结构最优控制算法都对原问题做了简化

处理。一种是从激励的角度进行简化，即忽略外部
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地震激励，将原问题近似退化为经典最优控制理论

中求解 Riccati方程的问题[4]；另一种是从控制目标

函数的角度进行简化，即所谓的瞬时最优控制[5]。

第一种近似算法，从概念上讲不是真正的最优控     
制[6]；第二种近似算法，即瞬时最优控制算法，模

型的物理意义存在明显缺陷，控制力的数学表达式

有矛盾之处。本文作者吸取了几种常见的最优控制

算法模型的优点，建立了一种数学和力学概念更为

严密的结构时域振动最优控制算法，即序列最优控

制算法，并分别针对线性结构和滞变结构加以实

现。大量的数值模拟表明，不论是采用全状态反馈，

还是输出加权控制，本文作者建立的时域振动最优

控制算法的模型更合理，概念更严密，用于时域振

动控制的综合效果优于现有的两种同类结构最优

控制算法。 

1  二次型最优控制的一般极值条件 

对于线性剪切型受控结构，状态空间方程为 
{ } [ ]{ } [ ]{ } { }c gU A U B f E u= + +            (1a) 

{ } [ ]{ } [ ]{ } { }y y c gy C U D f W u= + +          (1b) 

这里，{ }U 为由各质点相对于地面的位移及速

度定义的状态向量，{ }cf 为控制力向量，{ }y 为输
出向量， gu 为地震地面运动加速度，其它符号的意

义及表达式见文[7,8]。根据式(1)，状态反馈最优控
制的二次型控制目标函数(品质因子）可表达为 

0

1 1{ } [ ]{ } { } [ ]{ } d
2 2

ft T T
c ct

J U Q U f R f t⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫   (2) 

式(2)中， [ ]Q 和 [ ]R 分别为体现对减小结构响应和
节省控制能量这两个子目标重视程度的权重矩阵。

0t 和 ft 分别为控制起始及终了时刻。在经典最优控

制理论中，定义如下的 Hamilton函数  
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式(3)中，{ }λ 为 Lagrange乘子向量。最优控制问题

可以用如下 Lagrange函数的无约束优化来表达 
求    { ( )}cf t  

min ({ },{ },{ }, )cL U f tλ =  

0

T( ({ },{ },{ }, ) { } { })dft
ct

H U f t U tλ λ−∫     (4) 

对式(4)中第二项分部积分，得 
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将式(5)代入式(4)，则 Lagrange函数的变分为 
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T{ } { }dft

t
U tλ δ∫                           (6) 

由状态向量的初值条件和控制终了时刻的终端条

件，可得如下表达式 
{ }0( ) 0U tδ = ，  { ( )} 0ftλ =               (7) 

将式(7)代入式(6)，由变分的任意性，可得经典最优
控制理论中的伴随方程和极值条件 

{ }
{ }
H
U

λ
⎧ ⎫∂

= −⎨ ⎬∂⎩ ⎭
,    { ( )} 0ftλ =           (8a) 

0
{ }c

H
f

⎧ ⎫∂
=⎨ ⎬

∂⎩ ⎭
                            (8b) 

将式(3)中的 Hamilton 函数表达式代入式(8)中，可
得线性结构最优控制的一般表达式 

1 T{ } [ ] [ ] { }cf R B λ−= −                    (9a) 
T{ } [ ] { } [ ]{ }A Q Uλ λ= − − ,  { ( )} 0ftλ =     (9b) 

{ } [ ]{ ] [ ]{ } { }c gU A U B f E u= + +            (9c) 

将式(2)中的状态向量{ ( )}U t 用输出向量{ ( )}y t 取

代，则可构造出输出加权目标函数。仿照式(3)~式
(8)，也可以建立与式(9)类似的输出加权极值条      
件[7]。 

2  现有两种算法的模型及不足 

2.1 退化 Riccati近似算法 
由于经典最优控制理论针对的是没有外部激

励的情形，而结构地震响应控制问题的主要特征是

存在外部地震激励，且该激励的值事先未知。为求

解控制力，现有文献在式(9)的基础上，假设{ }λ 与
状态向量{ }U 之间存在如下的关系 

{ ( )} [ ( )]{ ( )} { ( )}t P t U t q tλ = +              (10) 
式(10)中，[ ( )]P t 和{ ( )}q t 分别为待求的反馈矩阵和
地震激励的前馈向量。由于地震波事先未知，一种

近似算法是将{ ( )}q t 和 ( )gu t 同时设为 0，将原问题

退化为经典理论中求解 Riccati方程的问题[4]。求得

反馈矩阵[ ( )]P t 后，再由下式获得最优控制力 
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1 T{ } [ ] [ ] [ ( )]{ ( )}cf R B P t U t−= −             (11) 

2.2 瞬时最优控制理论 
这种近似算法是从目标函数的角度进行简化，

即先将微分形式的状态方程(9c)化为差分方程[5] 
{ ( )}U t =  

{ ( )} ([ ]{ ( )} { } ( ))
2 c g
tD t t B f t E u t∆

− ∆ + +     (12) 

式(12)中，{ ( )}D t t− ∆ 是一个只与过去时刻的状态

有关的量。然后，再在每个瞬时构造目标函数 
( )J t =  

1 1{ ( )} [ ]{ ( )} { ( )} [ ]{ ( )}
2 2

T T
c cU t Q U t f t R f t+   (13) 

引入 Lagrange函数后，可以获得瞬时控制力 
{ ( )} [ ]{ ( )}t Q U tλ = −                    (14a) 

1 T{ } [ ] [ ] { ( )}
2c
tf R B tλ−∆

=               (14b) 

2.3 两种近似算法的特点及不足之处 
(1) 退化 Riccati近似算法 
优点：求解工具较为成熟，算法表达比较简单； 
缺点：把原本需要控制的地震激励去掉，因而，

从建模的概念上讲，不是真正的最优控制。 
(2) 瞬时最优控制算法 
优点：考虑了地震输入结构实际过程的时间顺

序，较合理地利用了地震激励反馈的已知信息。因

为不论外部激励是确定性的波，还是随机地震波，

都是随着时间的推移，逐步输入到结构系统中的。

过去时刻的地震激励和控制力一旦施加到结构中，

对结构系统的影响在实时的情况下已经成为定值，

无法改变，而未来的作用还没有施加到结构中去。

在当前时刻寻求适当的控制力使响应极小化，是很

自然的想法，符合 Bellman动态优化法则的理念。 
缺点：从物理意义上来讲，无论施加多大的控

制力，都无法瞬时改变系统当前的响应状态，而瞬

时最优控制算法的目标函数表达式(13)中只使用了
当前时刻的响应，优化的物理概念存在缺陷；从数

学处理手段上来讲，由式(3)~式(8)可见，不论是状
态反馈，还是输出加权控制，经典最优控制极值条

件导出过程中引用了一个很重要的条件式(8)，就是
依据受控状态向量的初始和终端条件。瞬时最优控

制算法对含有差分方程的目标函数求导的做法，截

断了控制力的后效。在采用理想传感装置的条件

下，式(12)已经包含了当前时刻的控制力与当前时
刻的状态向量之间的如下反馈关系 

{ ( )}cf t =  

12 [ ] ({ ( )} { ( )}) { } ( )gB U t D t t E u t
t

− − − ∆ −
∆

   (15) 

显然，式(15)与导出的极值条件式(14b)是矛盾的。 

3  最优控制算法建模思路的改进 

3.1 改进算法的思想要点 
对现有算法改进，要吸取现有最优控制算法的

优点，有针对性地解决所面临的难点。在建立退化

Riccati近似算法时，假定对于地震响应控制而言，
面临的困难是地震波预先未知，因此忽略了地震

波；瞬时最优控制算法的优点在于将地震激励作为

一种已知的反馈信息加以利用。 
本文分析了结构认为用经典最优控制的算法

求解面临的困难主要有两个，除了通常所提到的地

震波预先未知外，另一个不可忽视的事实是，地震

激励的存在使得传统形式的 Riccati 微分方程多出
了一项非齐次项。也就是说，即使输入激励在所有

时刻预先全部已知，直接引用经典表达形式的

Riccati微分方程也无法求解。一种设想是把地震激
励项与控制力项合并成为一个向量，再套用经典最

优控制算法的模型式(9)加以求解。但是，由于地震
作用与控制力向量的作用点及维数一般存在差异，

采用这种做法，又需要解决增广后的控制力向量取

得极值的评价标准问题，而建立这样的评判模型相

当复杂。 
本文采用比较直接的方法克服了上述两个难

点。对于第一个难点，本文改进的出发点是吸取瞬

时最优控制算法的优点，即仍然采取将控制目标函

数化解到每个瞬时的做法，在每个时间步长上建立

动态最优极值条件。第二个难点，是从式(9b)所表
达的微分方程中求解 Lagrange乘子向量，而不再寻
求式(9b)的解析表达式。第一个改进，需要在每个
时间步长上重新建立极值条件，本节将首先导出该

极值条件，下一节将介绍第二点改进。 
3.2 控制目标函数的序列脉冲化 
将地震波和控制力转化为一系列时间域上的

脉冲，如图 1所示。图中， iU 代表第 i个脉冲所产
生的响应， DT 代表地震波持时， cDT 代表控制持时。 

借鉴离散系统最优控制的 Bellman最优法则和
瞬时最优控制的思想，把目标函数分解到每个时间

步长上。由于未来时刻的脉冲尚未作用到系统中，

结构系统在每个瞬时的响应状态由控制起始时刻
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0t 直到当前时刻 At 之间的所有脉冲迭加而成。设从

0t 到 At 之间的时间步长数为 j，则系统当前时刻的
响应向量由前 j个脉冲响应迭加得到 

1 2{ ( )} { ( )} { ( )} { ( )}jU t U t U t U t= + + + =  

1
{ ( )}

j

i
i

U t
=
∑                    (16) 

利用式(16)，就将目标函数分解到每个时间步长上。
此时，在每个瞬时建立控制反馈方程，每个瞬时的

地震激励便成为已知信息。 
3.3 基于序列控制目标函数的最优控制力模型 
将式(16)中当前与过去时刻脉冲的影响分离，

得： 
( 1){ ( )} { ( )} { ( )}j jU t U t U tΣ −= +              (17) 

 TcD

TD 

U1 

Uj 

Un 

t0 tA tf  

图 1 地震作用的序列脉冲响应 
Fig.1 Impulse response to seismic excitation 

式(17)中，下标“ ( 1)jΣ − ”代表直到第 ( 1)j − 个步

长上(所有过去时刻)脉冲影响的总和。将式(17)代入
式(4)，并用类似的下标表示地震激励及控制力，则
时刻 At 所对应的 Lagrange函数为： 

0
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A
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j jt t

U t t U t tλ λΣ − +∫ ∫     (18) 

在式(18)中，含有下标为 j的各项积分下限从 At 开
始，是因为当前时刻的脉冲只影响当前时刻和未来

时刻的响应，对过去时刻的响应没有影响。将纯粹

包含过去时刻影响项分离开来，记作 1jL − ，得 

1 ( 1) ( 1)

( 1)

( ) ({ },{ ( )},{ }, )
({ },{ },{ ( )},{ }, )

j j c j

j j j c A

L L U f t t
L U U f t t

λ
λ

− Σ − Σ −

Σ −

• = +
  (19) 

由泛函变分的计算规则可知，过去时刻脉冲对系统

响应的影响已经为定值，因此， 1jL − 对当前时刻的

控制目标函数变分 Lδ 没有贡献，于是有 

( 1)
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T T
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j j
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L
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δ

∂

∂
                (20) 

注意到过去时刻和当前时刻的状态向量已经为定

值，并引用终端条件，得 
( 1){ } 0jUδ Σ − =                          (21a) 

{ ( )} 0j AU tδ = ，  { ( )} 0ftλ =            (21b) 

由泛函变分等于 0的条件，可导出如下的极值条件 
1 T{ ( )} [ ] [ ] { ( )}c A Af t R B tλ−= −             (22a) 

[ ]T{ } { } [ ]{ }A Q Uλ λ= − − , { ( )} 0ftλ =     (22b) 

{ } [ ]{ } [ ]{ } { }c gU A U B f E u= + +           (22c) 

式(22)与式(9)的极值条件非常相似，后两式的表达
形式完全相同，但一个重要区别在于此时的控制力

只在当前时刻 At 有定义，并且式(22b)和式(22c)的定
义域变为 [ ]A ft t， 。只要在每个时间步长上联立求

解微分方程组(22)，就可以求得各个时间步长上的
最优控制力。这样，就把原来的最优控制问题化解

为以每个时间步长上的目标函数为极小化对象的

一系列最优控制问题，仿照优化理论中“序列线性

规划”的名词，作者将本文算法命名为“序列最优

控制”[8]。虽然式(22b)的导出，是在把地震波简化
为一系列脉冲响应的前提下实现的，但该组表达式

对于计算每个瞬时强迫振动系统的控制力而言，是

概念上严密的极值条件。 

4  序列最优控制算法的实现 

上节中导出的序列最优控制极值条件式(22)，
与经典最优控制形式上相似。只要设法求解出
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Lagrange乘子向量，就可以获得理想控制力的值。
然而，由式(22b)可以看出，即使输入激励在所有时
刻全部已知，直接引用经典形式的 Riccati微分方程
也无法求解，因为地震激励的存在使得传统的

Riccati微分方程多出了一项非齐次项。这就是本文
上节中所指出的经典最优控制理论应用于结构地

震响应控制问题时遇到的第二个难点。现有的两种

时域内结构最优控制算法，都试图用解析的方式推

导出控制力，无法解决第二个难点。本文从伴随方

程式(22b)与状态空间方程(22c)形式上的相似性出
发，直接从式(22b)中求解{ }λ 。由于求解{ }λ 时需
要满足终值条件，在每个时刻来看，当前瞬时及其

以前各个时刻的激励作用到了系统上，而未来时刻

的激励还没有来到。因此，在每个时间步长上，当

前时刻与终了时刻这个时间区间内的状态向量

{ }U 的值应该理解为在当前时刻的激励及控制力

共同作用下系统的自由振动响应，而过去时刻激励

及控制力对系统的作用体现在当前时刻的响应中。

这样，在每个瞬时应用式(22)时，所有必要的信息
都是已知的。根据这一思想，本文利用状态转移算

法构造如下的递推式，并分别在全状态反馈和输出

加权控制问题中实现。 
4.1 基于状态反馈的序列最优控制算法 

(1) 先用式(22c)计算距当前时刻一个时间步
长，即 1 At t t= + ∆ 时的响应。注意到除当前时刻外，

结构上没有外部激励 
[ ]

1{ ( )} e ({ ( )} { } ( ))A t
A g AU t U t t E u t∆= + ∆    (23a) 

同理，可以得出 
[ ]{ ( )} e ({ ( )} { } ( ))A j t

j A g AU t U t t E u t∆= + ∆        

j At t j t= + ∆ ，  2,3, ,j m=          (23b) 

这里， At 对应着当前时刻，m对应着终了时刻的时
间步长数。 

(2) 从式(22b)中逆向计算距控制终了时刻一个
时间步长的{ }λ 值 ，得 

[ ] [ ]
1{ ( )} e { ( )} e [ ]{ ( )}A t A t

m m mt t t Q U tλ λ
λλ λ− ∆ − ∆

− = − ∆  

1 ( 1)m At t m t− = + − ∆ ， m At t m t= + ∆        (24a) 

[ ] [ ] , [ ] [ ]TA A Q Qλ λ= − = −              (24b) 
在式(24a)中引用终值条件，即{ ( )} 0mtλ = ，并将式

(23b)代入式(24a)，有 
[ ] [ ]

1{ ( )} e [ ]e
({ ( )} { } ( ))

A t A m t
m

A g A

t t Q
U t t E u t

λ
λλ − ∆ ∆

− = −∆ ⋅
+ ∆

        (24c) 

在式(24b)中反复引用逆向递推，最终可得 

{ ( )} [ ( )]
({ ( )} { } ( ))

A A

A g A

t t Q m
U t t E u t

λ = −∆ ⋅
+ ∆         (25a) 

[ ] [ ]

1
[ ( )] e [ ]e

m
A j t A j t

A
j

Q m Qλ
λ

− ∆ ∆

=

=∑           (25b) 

将式(25)代入式(22a)，可求得距控制终了时刻为m
个时间步长的时刻所对应的理想控制力 

2

{ ( )} [ ( )]{ ( )}
( ) { ( )} ( )

c A RU A

RU g A

f t t I m U t
t E m u t

= ∆ +
∆

           (26) 

1[ ( )] [ ( )] [ ( )]
{ ( )} [ ( )]{ }

RU Q Q

RU RU

I m I m R m
E m I m E

−=
=

             (27a) 

2

1 T

[ ( )] [ ] ( ) [ ( )][ ]
[ ( )] [ ] [ ] [ ( )]

Q Q

Q A

I m I t R m B
R m R B Q m−

= − ∆

=
          (27b) 

利用式(26)，式(27)计算出的控制力已经包含了当前
时刻的控制力对结构响应的影响，不必迭代。 
4.2 基于输出加权的序列最优控制算法 
基于输出加权时，用输出向量{ }y 取代状态向

量{ }U ，则最优控制力可用类似过程导出 
{ ( )}c Af t =  

2[ ( )]{ ( )} ( ) { ( )} ( )Ry A Ry g AI m U t t E m u t+ ∆      (28) 
1

1

[ ( )] [ ( )] [ ( )]
{ ( )} [ ( )] { ( )}

Ry Qy Q

y Qy r

I m I m r m
E m I m E m

−

−

=

=
            (29a) 

1 T T
1[ ( )] [ ] ( [ ] [ ( )] [ ] )Q A dr m r t B Q m Q−= ∆ − ⋅  

1 T
1{ ( )} [ ] [ ] [ ( )]{ }r AE m r B Q m E−=           (29b) 

2 1 T
1[ ( )] [ ] ( ) [ ] [ ] [ ( )][ ]Qy AI m I t r B Q m B−= − ∆  (29c) 

5  本文算法的特点分析 

5.1 与现有两种近似算法的联系与区别 
本文算法的理想控制力极值条件式(27)与退化

Riccati 近似算法所引用的极值条件式(10)在形式上
相似，且都有一组方程需要利用控制终了时刻的终

端条件，从控制终了时刻逆向递推求解，两种算法

的推导思想同源。但是，退化 Riccati近似算法中直
接略去了外部地震激励，因而所求得最优控制力表

达式中只包含当前时刻的状态向量。而本文算法的

最优控制力不但包含状态向量，还包含激励。据此，

本文算法的极值条件可视为对经典 Riccati 方程的
一种推广。本文算法与瞬时最优控制算法都采用了

在每个时间步长上建立控制目标函数的做法，使每

个瞬时的地震激励能够成为已知信息得以利用。但

瞬时最优控制算法只使用一个孤立时刻的响应构

造控制目标函数，截断了控制力作用的后效。而本
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文算法使用当前时刻的脉冲所产生的直到控制终

了时刻全部时间段上的响应来构造控制目标函数。

因而采用本文的目标函数分解模式，经典最优控制

理论中的泛函变分终端条件仍然能够成立。 
5.2 本文算法的主要特点 

(1) 本文算法对激励和目标函数引用更少的简
化假定，因而模型更具一般性。(2) 对于强迫振动
系统的响应控制，本文算法的极值条件是概念上严

密的表达形式。因而，除了数值方法所固有的计算

误差外，本文算法的建模概念是精确的，可以作为

参照系，用来判别其它同类控制算法的优劣。(3) 利
用本文算法导出的最优控制力系数式(26)~式(27)及
式(28)~式(29)，实际上是用代数方程取代了传统的
Riccati微分方程，使本文算法的效率比经典最优控
制算法有明显提高。并且，对于时不变系统，在整

个分析过程中，该组系数一般只需计算一次。(4) 如
需将本文算法用于在线控制，则与现有其它同类算

法一样，需要进行智能化处理，以提高计算速度[9]。 

6  改进算法控制效果的数值模拟 

选取三个实际隔震工程作为算例，主要振动参

数如文[10]表 1 所列。在隔震层部位处加装理想智
能控制器，选用 North Ridge(1994)、El Centro (1940)
两条天然地震波和一条正弦波作为输入激励。 
为使不同控制算法的效率有可比性，定义控制

力的绝对积分为控制能量指标。将两条天然波幅值

调为 20.706ms− , 正弦波的表达式为 ( )gu t =  

10.706sin(2.2 )tω 。 

笔者在相同控制能量水准下分别针对状态反

馈[11]、输出加权[7, 12]及算法的稳定性问题，对各种

不同算法的控制效果进行对比，已经表明本文算法

的综合性能优于现有两种时域内的结构最优控制

算法。本文虽然选择了更多的地震波，并使用了更

多的工程算例，但这里对已经揭示过的规律不再重

复。仅结合论证本文建立的极值条件和最优控制力

表达式的需要，强调如下几条数值规律： 
(1) 无论输入激励是天然地震波，还是正弦波，

本文所建议的算法(SOC)在每个工程算例中削减峰
值响应的效果是几个算法中最好的。图 2和图 3分
别列出了输入天然波和正弦波时的受控结构响应

对比，图中还同时列出了被动隔震响应。每组图中，

上图为隔震层位移响应，下图为上部结构最大的层

间相对位移响应。可以看出，在各个图中，本文算

法所获得的峰值响应都是最小的。 

 

(a) El Centro波, 工程 2 

 

 

(b) Northridge波，工程 2 

图 2 输入天然波时的受控响应对比 
Fig.2 Controlled response to natural earthquake signal input 

(2) 从上述同一组图中还可以看出，用退化
Riccati 算法(COC)所求得的近似解与本文算法的响
应结果相当接近。这是因为，导出退化 Riccati近似
算法时，虽然引用了忽略外部地震激励的假定，但

是，对每一个瞬刻所求得的最优控制力而言，忽略

的只是当前瞬时的地震激励，上个瞬时及以前所有

时刻的地震激励对结构的影响已经包含在当前瞬

时的结构响应之中了。从本文导出的最优控制力表

达式(26)和式(28)可以看出，地震激励对控制力的影
响项是与时间步长平方 2( )t∆ 成正比，而时间步长

在状态转移算法中一般是个微量。 
(3) 另一方面，瞬时最优控制算法(IOC)则与本

文算法的响应结果有明显的差别。这是因为，从瞬

时最优控制算法极值条件表达式(17b)中可以看出，
最优控制力与时间步长 t∆ 成正比。在状态转移算法
中，为了获得较高精度的数值计算结果，一般需要

y b
/m

 
y 1

/m
 

t/sec 

t/sec 

y b
/m

 
y 1

/m
 

t/sec 

t/sec 
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将时间步长取得小一些，而这样做会使瞬时最优控

制力减小。特别是对于输出加权的瞬时最优控制算

法，控制力很难由权重矩阵进行调节，图 3a 突出
地显示了这一点。本文改进后的控制力表达式(26)
和式(28)中，虽然也包含与时间步长 t∆ 成正比的
项，但该项总是与[ ( )]AQ m 同时出现，而[ ( )]AQ m 是

与m t∆ 的幂函数 [ ]e A m t∆ 成正比。 t∆ 越小，m越大，
且[ ( )]AQ m 的项数也越多，因此改进算法不至于因

缩小时间步长而影响控制力大小。 

 

 

(a) 工程 1 

 

 

(b) 工程 2 

图 3 输入正弦波时的受控响应对比 
Fig.3 Controlled response to sine wave input 

(4) 进一步分析各种算法的控制力可知，本文
算法在时域内能更好地跟踪外部激励和响应的特

征，在控制时程的初期，控制力幅值取得略高一些，

便于抑制输入系统中的能量积累[8, 12]。即使对正弦

波这类幅值为常量的激励，本文算法的控制力幅值

变化也很明显，在控制时程的初期取值很高，在尾

部能很快减小,如图 4 所示。退化 Riccati 近似算法
的控制力平均值接近本文算法，但其控制力幅值在

全部时程上的变化很缓慢。这是因为，对时不变体

系，经典最优控制的增益矩阵在控制时段的大部分

区间上是常量。从图 4的上图还可以看出，输出加
权瞬时最优近似算法的控制力不但数值上不能跟

踪响应峰值，而且相位方面也有明显差异。 

 

 

(a) 工程 1 

 

 

(b) 工程 3 

图 4 输入正弦波时的控制力对比 
Fig.4 Control force to sinusoidal wave input 

7  结论 

(1) 本文结合结构地震响应控制的特点，在每
个时间步长上用脉冲响应构造控制目标函数，直接

利用泛函变分，导出了针对强迫振动系统时域响应

最优控制的极值条件。根据伴随方程与状态空间方

程形式上的相似性，用状态转移方法加以实现。本

文的极值条件是概念上严密的表达式。 
(2) 数值模拟的结果表明，退化 Riccati近似算

法虽然在建模时略去了外部激励，但仍是两种近似

算法中比较有效的；瞬时最优控制算法在控制目标

函数的物理表达和建立极值条件的数学手段上都
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存在一定缺陷，控制效果不够理想，特别是不适合

用于输出加权控制。 
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