
　 ［收稿日期 ］ 2005-06-16

第22卷第6期 大　学　数　学 Vol．22�№．6
2006年12月 COLLEGE MAT HEMATICS Dec．2006

三对角行列式与 Chebyshev 多项式
杨胜良

（兰州理工大学应用数学系�兰州730050）

　　 ［摘　要 ］ 给出了三对角行列式的几种算法�利用三对角行列式证明了两类 Chebyshev 多项式的几种
显式．
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1　引　　言

以下的 n阶行列式

Dn＝

b a 0 0 … 0 0 0
c b a 0 … 0 0 0
0 c b a … 0 0 0
    ⋱   
0 0 0 0 … c b a
0 0 0 0 … 0 c b

（1）

叫做三对角行列式．三对角行列式在线性代数、计算数学、组合数学以及应用数学中有广泛的应用�所以
三对角行列式研究一直受到人们的关注［1－4］．

在［1］中我们得到了三对角行列式的计算公式：
Dn＝ ∑n

k＝0
x ky n－k� （2）

其中 x＋y＝b�xy＝ac；

Dn＝
b＋ b2－4ac2

n＋1
－ b－ b2－4ac2

n＋1

b2－4ac
� 若 b2－4ac≠0�

（n＋1） b2
n
� 若 b2－4ac＝0．

（3）

本文利用 Girard-Waring幂和公式给出了三对角行列式的几种算法�并且利用三对角行列式证明了两
类 Chebyshev 多项式的几种显式．

2　主要结果

引理1（Girard-Waring幂和公式［4�5］）　设 n为正整数� n2 表示小于或等于 n2的最大的非负整数�

则



∑
n2

k＝0
（－1）k n－k

k （x＋y）n－2k（xy）k＝ ∑n

k＝0
x ky n－k； （4）

∑
n2

k＝0
（－1）k n

n－k
n－k
k （x＋y）n－2k（xy）k＝xn＋yn． （5）

证　这两个恒等式都可以用数学归纳法证明（见 ［5�6］）．下面我们用生成函数给出一个简洁的证
明．用生成函数证明恒等式的大量的实例和许多漂亮的结果见王天明教授翻译的 Wilf H S 名著
《Generating functionology（发生函数论）》［7］ ．
设

a0（x�y）＝1�　an（x�y）＝ ∑
n2

k＝0
（－1）k n－k

k （x＋y）n－2k（xy）k　（n≥1）�

则序列｛an（x�y）｝的生成函数是

∑∞

n＝0
an（x�y）tn ＝ ∑∞

n＝0 ∑
n2

k＝0
（－1）k n－k

k （x＋ y）n－2k（xy）k t n 　　　　　　

＝ ∑k≥0
（－1）k（x＋y）－k（xy）kt k ∑n≥2k

n－k
k （x＋ y）n－kt n－k

＝ ∑k≥0
（－1）k（x＋y）－k（xy）kt k （（x＋y）t）k

（1－（x＋y）t）k＋1

＝ 11－（x＋y）t ∑k≥0
－xyt21－（x＋y）t

k＝ 1
（1－（x＋y）t）

1
1＋ xyt21－（x＋y）t

＝ 11－（x＋y）t＋xyt2＝ 1
（1－xt）（1－yt）

＝ ∑∞

n＝0
（xt）n ∑∞

n＝0
（yt）n ＝∑∞

n＝0 ∑n

k＝0
x ky n－k t n．

比较上式两端 tn 的系数�得 an（x�y）＝ ∑n

k＝0
x ky n－k＝ xn＋1－yn＋1

x－y �即等式（4）成立．

在以上证明中我们用到了恒等式

∑∞

n＝k

n
k t k＝ tk

（1－t）k＋1．

设

b0（x�y）＝2�　bn（x�y）＝ ∑
n2

k＝0
（－1）k n

n－k
n－k
k （x＋y）n－2k（xy）k　（n≥1）．

要证明（5）�只需证明序列｛bn（x�y）｝的生成函数是 11－xt＋ 11－yt．

事实上�因为

∑∞

n＝0
an（x�y）tn＝ 1

（1－xt）（1－yt）�

2 n－k
k － n－k－1

k ＝ n
n－k

n－k
k �

所以

11－xt＋ 11－yt＝ 2－（x＋y）t
（1－xt）（1－yt）＝（2－（x＋y）t）∑∞

n＝0
an（x�y）tn

＝2＋ ∑∞

n＝1
（2an（x�y）－（x＋y）an－1（x�y））tn�

当 n≥1时�
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　　　　　2an（x�y）－（x＋y）an－1（x�y）

　　　　＝2∑
n2

k＝0
（－1）k n－k

k （x＋y）n－2k（xy）k－（x＋y） ∑
n－12

k＝0
（－1）k n－k－1

k （x＋y）n－2k－1（xy）k

　　　　＝ ∑
n2

k＝0
（－1）k（x＋y）n－2k（xy）k 2 n－k

k － n－k－1
k

　　　　＝ ∑
n2

k＝0
（－1）k n

n－k
n－k
k （x＋y）n－2k（xy）k＝bn（x�y）．

所以�∑∞

n＝0
bn（x�y）tn＝ 11－xt＋ 11－yt�结论得证．

定理2　三对角行列式（1）有以下的计算公式

Dn＝ ∑
n2

k＝0
（－1）k n－k

k b n－2k（ac）k． （6）

证　令 x＋y＝b�xy＝ac�则由（2）和（4）得

Dn ＝ ∑n

k＝0
x ky n－k＝ ∑

n2

k＝0
（－1）k n－k

k （x＋y）n－2k（xy）k

＝ ∑
n2

k＝0
（－1）k n－k

k b n－2k（ac）k．

第一类 Chebyshev 多项式｛T n（x）｝0≤n＜∞可以用递归关系定义为（见［5］）
T0（x）＝1�　T1（x）＝x�　T n（x）＝2xT n－1（x）－T n－2（x）　（n＞1）；

第二类 Chebyshev 多项式｛U n（x）｝0≤n＜∞的递归定义为
U0（x）＝1�　U1（x）＝2x�　U n（x）＝2xUn－1（x）－U n－2（x）　（n＞1）．

根据以上的递归定义和行列式的算法�两类 Chebyshev 多项式 T n（x）和 U n（x）可以用 n级行列式
分别表示为

T n（x）＝

x 1 0 0 … 0 0
1 2x 1 0 … 0 0
0 1 2x 1 … 0 0
    ⋱  
0 0 0 0 … 2x 1
0 0 0 0 … 1 2x

�　U n（x）＝

2x 1 0 0 … 0 0
1 2x 1 0 … 0 0
0 1 2x 1 … 0 0
    ⋱  
0 0 0 0 … 2x 1
0 0 0 0 … 1 2x

�

从而

　　　　T n（x）＝

x 1 0 0 … 0 0
1 2x 1 0 … 0 0
0 1 2x 1 … 0 0
    ⋱  
0 0 0 0 … 2x 1
0 0 0 0 … 1 2x

＝

2x 1 0 0 … 0 0
1 2x 1 0 … 0 0
0 1 2x 1 … 0 0
    ⋱  
0 0 0 0 … 2x 1
0 0 0 0 … 1 2x

－

－x 0 0 0 … 0 0
1 2x 1 0 … 0 0
0 1 2x 1 … 0 0
    ⋱  
0 0 0 0 … 2x 1
0 0 0 0 … 1 2x

＝U n（x）－xUn－1（x）．
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定理3　设α＋β＝2x�αβ＝1�则有

U n（x）＝αn＋1－βn＋1
α－β � （7）

T n（x）＝12（αn＋βn）． （8）

证　因为 U n （ x）可以表示成形如（1）的三对角行列式�现 a＝ c＝1�b＝2x�由（3）得 U n （ x）

＝αn＋1－βn＋1
α－β �此处α＝x＋ x2－1�β＝x－ x2－1�而α＋β＝2x�αβ＝1．

T n（x）＝U n（x）－xUn－1（x）＝αn＋1－βn＋1
α－β －α＋β2 αn－βn

α－β＝12（αn＋βn）．

定理4　Chebyshev 多项式可以表示为
U n（x）＝ ∑

n2

k＝0
n＋1

2k＋1 xn－2k（x2－1）k� （9）

T n（x）＝ ∑
n2

k＝0
n

2k x n－2k（x2－1）k． （10）

证　因为

　　　　αn＋1－βn＋1＝（x＋ x2－1）n＋1－（x－ x2－1）n＋1

＝ ∑n＋1

i＝0
n＋1
i （ x2－1） ix n－ i＋1－ ∑n＋1

k＝0
n＋1
i （－1） i（ x2－1） ix n－ i＋1

＝2∑i∈I1

n＋1
i （ x2－1） ix n－ i＋1�

其中 I1是1�2�…�n＋1中的奇数组成的集合．由α－β＝2 x2－1�所以

U n（x）＝αn＋1－βn＋1
α－β ＝ ∑

n2

k＝0
n＋1

2k＋1 xn－2k（x2－1）k�

T n（x）＝12（αn＋βn）＝12（x＋ x2－1）n＋（x－ x2－1）n　　　

＝ ∑n

i＝0
n
i （ x2－1） ix n－ i＋ ∑n

i＝0
n
i （－1） i（ x2－1） ix n－ i

＝ ∑i∈I2

n
i （ x2－1） ix n－ i

＝ ∑
n2

k＝0
n

2k x n－2k（x2－1）k�

其中 I2是1�2�…�n＋1中的偶数组成的集合．
由引理1和定理3得
推论5　Chebyshev 多项式的显式为

T n（x）＝ ∑
n2

k＝0
（－1）k n

n－k
n－k
k 2n－2k－1xn－2k� （11）

U n（x）＝ ∑
n2

k＝0
（－1）k n－k

k 2n－2kx n－2k． （12）
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On the Triangular Determinants and Chebyshev Polynomials

Y A NG Sheng-liang
（Dept．of Appl．Math．�Lanzhou Univ．of T ech．�Lanzhou730050�China）

Abstract： We discuss the method for computing the triangular determinants．Using triangular determinants�we give
some explicit formulas for the Chebyshev polynomials of the first kind and the Chebyshev polynomials of the second kind．

Key words： t riangular determinant；Chebyshev polynomial of the first kind；Chebyshev polynomial of the second
kind；Girard-Waring power sum formula
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