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扁球薄壳在大挠度下的动力学行为
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摘要：根据薄壳非线性动力学理论,由扁球薄壳大挠度基本方程,在周边固定夹紧的条件下,用修正迭代法求出二
次近似解析解,把大挠度解作为扁球薄壳的初挠度处理,推导出扁球薄壳在大挠度下的非线性动力学基本方程。
利用扁球面壳的非线性动力学变分方程和协调方程,在夹紧固定的边界条件下,用 Galer ki n 方法得到一个含二次、
三次项非线性受迫振动微分方程.通过求 Mel ni kov 函数,给出可能发生混沌运动的条件.通过数字仿真绘出平面
相图,证实混沌运动的存在.
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Abstract ：On t he basi s of nonli near dyna mical t heor y and accor di ng t o cont r ol equati ons of fl at s pherical
s hall o w s hell s under l ar ge defl ecti on ,t he secondar y appr o xi mat e anal ytic s ol uti on was obt ai ned by usi ng a
modifi ed it er ati on met hod i n t he conditi o n of fi xedl y cl a mped peri met er .Then ,t aki ng t he l ar ge defl ecti on
sol uti on as i niti al defl ecti on of t he fl at s pherical s hell s ,t he nonli near dyna mic cont r ol equati ons of t he l at-
t er wer e deri ved i n t he case of l ar ge defl ecti on .E mpl oyi ng nonli near dyna mic vari ati onal equati on and co m-
pati bl e equati on wit h boundar y conditi o n of cl a mped fi xi ng ,a nonli near dif f er enti al equati on of f or ced vi-
br ati on wit h second and t hir d-or der t er ms was obt ai ned by usi ng Gal er ki n appr oach .By means of fi ndi ng
t he Mel ni kov f uncti on ,a conditi on was gi ven t o t he pr obabl e occurr ence of chaotic moti on .The exist ence
of t he l at t er was j ustifi ed by t he phase pl ane pl ot t ed wit h nu merical si mul ati on .
Key words ：nonli neari t y ；l ar ge defl ecti on ；modifi ed it er ati on met hod ；chaotic moti on

　　在板壳方面的非线性动力学特性的研究非常

多,特别是对其非线性动力稳定性、分岔与混沌的研
究较多.但在动静载荷作用下板壳的非线性分岔和
混沌研究的很少.而文[1]研究双曲面扁壳在动、静
载荷作用下的稳定性问题,发现了一些奇趣现象,次
谐响应,倍分岔,混沌行为.
1　扁球面壳混合边值问题

引入无量纲对原问题[2]进行简化：
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ρ=r/R,　s0 =12(1-μ2)
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　　1)静态无量纲方程：
L12(y j )= Q + 1
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式中：L12=1
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边界条件：

当ρ=1,y j =∂y j

∂ρ=0,∂s j

∂ρ-μs j =0 (3)

　　当ρ=0,y j =y0,1
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2)静动态无量纲方程：
L12(y d )= Qd + 1
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边界条件：

当ρ=1,　y d =∂y d
∂ρ =0,　∂s d

∂ρ-μs d =0
(7)

　　 当ρ=0,y d ,1
ρ

∂y d
∂ρ,s d 有限 (8)

初始条件：

当 t =0,y d (ρ,t )= y d (ρ,0),∂y d (ρ,t )
∂t =

∂y d (ρ,0)
∂t .

2　问题的求解
用修正迭代法[3]求解静态方程

y3 = - 1
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　　对于扁薄球壳非线性静动态基本方程假设

y d = (1-ρ2)2f (t )
s =s1f (t )+s2f (t )2

y = y0(1-ρ2)2 (11)
用 y3 代替 y j ,由式(6)可得
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边界条件均为
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可解得 s1,s2
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由式(5)可得其变分方程为

∫2π
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取φ(t)=cos (Ωt ),μ=1
3,c1=β1y20

γ1
,并将等式两边同

除
1
10γ1 得
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f (t)″+cf (t)′+ω2f (t)-βf 2
(t)+αf 3

(t)= gcos (Ωt )
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取τ=ωt ,f (t)= ω
α
η(τ),则式(17)转化为

η(τ)″+ c
ωη(τ)′+η(τ)- β

ω α
η2

(τ)+η3
(τ)=

　　 α
ω3gcos Ω

ωτ (18)

再取α′= c
ω,β′= β

ω α
,g′= α

ω3g ,则式(18)可简化为

η(τ)″+α′η(τ)′+η(τ)-β′η2
(τ)+η3

(τ)=

　　g′cos Ω
ωτ (19)

3　求 Mel ni kov 函数

令
Ω
ω=ω,式(19)的自由振动解(初速度为零)

为[4,5]

η1(τ)= 2
a -bsi n τ

dη1(τ)
dτ =η2(τ)= 2bcos τ

(a -bsi n τ)2 (20)

M(τ0)=∫+∞
-∞[-α′η22(τ)+g′η2(τ)cos ω(τ+τ0)]dτ

　　1)当ω=1时,g′ 2
3β′- 2 >β′α′

6
4
9β′2-2 3/2

存在同宿点,系统可能发生混沌运动.
2)当ω=3时,

　　g′(2 2β′3-18β′2+27 2β′+27)>
　　

3 2
8 α′β′ 4

9β′2-2 5/2

存在同宿点,系统可能产生混沌现象.
图1、2、3是一系列数字仿真时程图,Poi ncar e

映射图及相轨图.

(a )相轨 (b )映射 (c )时程
图1　α′=0.03,g′=100的数值模拟

Fig .1　Numerical si mulati on for cases of α′=0.03,g′=100

(a )相轨 (b )映射 (c )时程
图2　α′=0.3,g′=100的数值模拟

Fig .2　Numerical si mulati on for cases of α′=0.3,g′=100
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(a )相轨 (b )映射 (c )时程
图3　α′=0.09,g′=500的数值模拟

Fig .3　Numerical si mulati on for cases of α′=0.09,g′=500

4　结果分析
式(17)中 f (t )的系数含有静挠度,反映出静挠

度(初始参数)对非线性动力系统的影响,系统在静
载荷下可能发生的混沌运动临界载荷相应变小[6] .
这也是本文研究的在大挠度基础上的混沌意义和目

的.从时程曲线图,Poi ncar e 映射图和相轨图分析
知：当阻尼系数越小,外激励载荷越大时,此动力系
统越容易产生混沌运动.
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