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二次受力下CFRP加固 RC梁的刚度计算方法
朱彦鹏�赵丹丹�谭坚贞

（兰州理工大学 土木工程学院�甘肃 兰州　730050）

摘　要：　将 CFRP 加固梁的弯矩-曲率关系理想化为三线型�通过平衡方程的建立�推导出加固后
RC 梁的刚度计算方法．解决了目前 CFRP 加固钢筋混凝土受弯构件刚度计算中�忽略2次受力产
生的碳纤维应变滞后值�从而导致过高估计构件实际承载力的问题．
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Calculating Method for the Stiffness of RC Beam Strengthened
with CFRP under Quadratic Loading

ZHU Yan-peng�ZHAO Dan-dan�TAN Jian-zhen
（College o f Civ il Eng ineering�L anz hou Univ ersity o f Science and Technolog y�L anz hou730050�China）

Abstract：　The moment-curvature curve of the st rengthened beam with CFRP was presumed to the ideal-
ized three-segment-line type．The calculation method of st rengthened stiff ness of RC beam was deduced by
building the equilibrium equation．The hysteretic st rain value of CFRP due to quadratic loading has been of-
ten neglected in the calculations of stiff ness of st rengthening reinforced concrete bending member．The
ouerestimation of the actual supporting capacity of members was resolved by the above method．
Key words：　carbon fiber reinforced polymers（CFRP）；reinforced concrete （RC）beam；stiff ness；hysteret-
ic st rain

　　在实际工程中�由于各种原因需要对已有建筑物
进行维修和加固�近几年来�碳纤维以其良好的耐腐
蚀性、耐久性、很高的强度质量比、施工快捷、适应性
强以及与混凝土良好的协同工作等优良性能被广泛

的应用于加固领域．但在加固的过程中有许多构件是
不卸载或部分卸载的�而现有的抗弯加固理论�通常
不考虑2次受力的情况�实际上这种方法过高估计了
构件的实际承载力．在近几年的文献中一些学者对考
虑一次受力下构件的刚度进行了理论研究［1～4］�但对
于考虑2次受力时刚度计算的理论研究很少�因此对
2次受力下加固后刚度的理论计算进行推导．
1　基本假定

对碳纤维加固梁正截面进行抗弯计算时�作如
下基本假定：

（1） CFRP 加固钢筋混凝土受弯构件正截面平
均应变满足平截面假定；

（2）不考虑截面受拉区混凝土的作用（Mcr计算

除外）；
（3）在达到受弯承载力极限状态前�各种材料变

形协调．
2　滞后应变的计算

在初始弯矩 M0作用下应变关系为［5］

εc／εs ＝ x／（h0－ x）�
εc／（εcf0＋εc） ＝ x／h．

（1） 当在初始弯矩作用下混凝土处于弹性阶
段�即 Ecεcbx／2＝ RsεsA s�可得实际受压区高度为

x ＝ （－B＋ B2－4AC1）／2A�
A ＝ Ecb／2�B ＝ EsA s�C1 ＝－ EsA sh0�
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对受拉钢筋取矩

M0 ＝0．5Ecεcxb（h0－ x／3）．
碳纤维滞后应变

εcf0 ＝2M0（h－ x）／［ Ecx2b（h0－ x／3） ］（x取值同上）．
（2） 当在初始弯矩作用下混凝土进入弹塑性阶

段�平衡关系

C ＝ T s�C ＝∫x

0
σc（ε）bdy ＝ f cbx εc

ε0 1－ε03ε0 ．

若此时钢筋不屈服则有 T s ＝ EsεsA s．可得受压
区高度为

x ＝ －1＋ 1＋4Ah0 ／2A�
其中

A ＝ f cbεc

ε0 1－ εc3ε0 ／（EsA sεs）�

再对受拉钢筋取矩有

M0 ＝ f cxbεc

ε0 1－ εc3ε0 （h0－ x＋ yc）�

其中

yc ＝∫x

0σc（εc）ydy
∫x

0σc（εc）dy
＝ x

εcu
× 6ε2cu －ε2012εcu －4ε0�

由上式可求得εc�碳纤维滞后应变为
εcf0 ＝ （h－ x）εc／x．

若此时钢筋屈服则有 T s ＝ f yA s．受压区高度为

x ＝ 3ε20 f yA s

f cbεc（3ε0－εc）�

M0 ＝ f cxbεc

ε0 1－ εc3ε0 （h0－ x＋ yc）．

由上式可求得εc�碳纤维滞后应变为
εcf0 ＝ （h－ x）εc／x

其中εc�ε0�εcu�εs�εcf0分别表示压区混凝土边缘压应
变�混凝土达到受压强度峰值时对应的压应变�压区
混凝土边缘极限压应变�钢筋拉应变�碳纤维布应变
滞后值；

Ec�Es�Ecf 分别表示混凝土的弹性模量�钢筋的
弹性模量�碳纤维布的弹性模量；

b�h�h0分别表示梁的宽度�高度及钢筋到压区
混凝土边缘的距离；

x�A s 分别表示混凝土的实际受压区高度及纵

向受拉钢筋的截面面积．

3　考虑二次受力加固的刚度计算
理想的 CFRP 加固钢筋混凝土梁的弯矩－曲

率关系曲线�可分为3个阶段［6］见图1．

图1　CFRP 加固梁的弯矩－曲率关系
开裂前；开裂至受拉钢筋屈服；受拉钢筋屈服至

梁达到极限承载力而破坏．在各个阶段中假定弯
矩－曲率关系为线性�三折线的交点分别位于开裂
弯矩及屈服弯矩处�以下分别计算开裂弯矩、屈服弯
矩及极限弯矩对应的加固梁抗弯刚度．
3．1　加荷初期至混凝土开裂

在梁下边缘的混凝土小于等于抗拉强度以前所

有材料的应力－应变关系按直线变化．根据平截面
假定有

εct ＝εc（h－ x）／x
εs ＝εc（h－－ x）／x
εcf ＝εc（h－ x）／x

� （1）

开裂时有εct ＝ f1／Ec（ f t为混凝土的极限拉应力�εcf

为碳纤维布的名义拉应变）．
第1阶段为弹性变形阶段由平衡关系得
12Ecεcbx ＝ 12 f tb（h－ x）＋ EsεsA s ＋

Ecf （εc f －εcf0）A cf ． （2）
由式（1）、（2）可得

x ＝ h2＋2αEA sh0／b＋2αEf ht2h＋2αEA s／b＋2αEf t � （3）

其中

αE ＝ Es／Ec�αEf ＝ Ecf／Ec（t为碳纤维布的厚度）�
由 x根据式（1）可以求出εc�εs�εcf ．同时根据曲率与
应变的关系可以得到曲率●值：

εc ＝●x�
εs ＝●（h0－ x）�
εcf ＝●（h－ x）．

（4）

根据文献［7］ 中刚度计算公式
Bs ＝ M／●－ ＝ Mh0／（εcm ＋εsm）� （5）

M ＝ 13 f tb（h－ x）h＋ Es●（h0－ x）A s h0－13x ＋

Ecf ●（h－ x）－εcf0 A cf h－13x ． （6）
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钢筋混凝土受弯构件在混凝土未开裂前�受拉
区钢筋与混凝土共同受力�沿构件长度方向�钢筋及
混凝土的应力、应变各自大致保持相等［7］�即
　εcm ＝εx ＝●�　εcm ＝εs ＝●（h0－ x）� （7）
将式（7）和式（8）代入式（6）中得短期刚度为

Bs ＝ f1bh（h－ x）
3● ＋ EsA s（h0－ x） h0－13x ＋

Ecf A cf h－13x ●（h－ x）－εcf0
● � （8）

式中 A cf �●－分别表示碳纤维布的截面面积�平均
曲率；εcm�εsm 分别表示受压区边缘混凝土平均应变�
拉区钢筋平均应变．
3．2　开裂到钢筋屈服的阶段

（1）平均应力σc�σs在此阶段混凝土的应力为曲

线形（边缘应力为σc）可简化为矩形进行计算�其折
算高度为ξh0�丰满系数为ω�裂缝截面处内力臂长
度系数η�钢筋保护层厚度 a�其截面应力图为如图
2�图3．

　　由几何相似关系εcf 和εy 的关系可近似为

εcf ＝ hεs／h0� （9）
同时钢筋已经屈服有

σs ＝ f y�εs ＝ f y／Es ＝εy� （10）
式中 f y 为钢筋的屈服强度．

在忽略受拉区混凝土拉应力的条件下�可建立

如下平衡方程

M ＝ f yA sηh0＋σcf A cf （ηh0＋ a） ＝ f yA sηh0＋

Ecf A cf
h
h0×εy －εcf0 （ηh0＋ a）� （11）

　　M ＝ωσcξh0bηh0＋σcf A cf a� （12）
由式（11）、（12）可求得σc

σc ＝
EsA sεy ＋ Ecf A cf

h
h0×εy －εcf0

εξh0b ． （13）

（2）平均应变εcm�εsm裂缝间纵向受拉钢筋的拉应

变不均匀系数为Ψ�受压区边缘混凝土压应变不均匀
系数为Ψc�则钢筋和混凝土的平均应变εsm�εcm 为

εsm ＝ Ψεs ＝ Ψεy� （14）

εcm ＝ Ψc

E sA sεy ＋ Ecf A cf
h
h0×εy －εcf0

γωξh0bE c
� （15）

式中γ为混凝土的弹性系数�γ＝εe／εc．
令ζ＝ωξηγ／Ψc�则式（15）可写为

εcm ＝
η EsA sεy ＋ Ecf A cf

h
h0×еy －εcf0

ζh0bE c
． （16）

（3）短期刚度将式（11）、（14）、（16）代入式（5）得

Bs ＝ M
●－

＝ Mh0
εsm ＋εcm

＝

EsA sh20＋ Ecf A cf hh0 h
h0－εcf0

εy

Ψ
η＋αEρs

ζ ＋ h
h0－εcf0

εy

αEfρcf

ζ
� （17）

式中

αE ＝ Es

E c
�αEf ＝ Ecf

E c
�ρs ＝ A s

bh0�ρcf ＝ A cf

bh0�

因为很多研究表明碳纤维对Ψ�η的影响不大�
所以可根据文献［7］ 中的公式进行计算�
η＝0．87�Ψ＝1．1－0．65 f t

ρte f y
�ρte ＝ A s

A te
� （18）

其中 A te为有效受拉混凝土截面面积�当截面为矩形
时 A te ＝0．5bh．

设 K ＝αEρs

ζ ＋ h
h0－εcf0

εy

αEfρcf

ζ �目前对2次受
力的试验很少�含有全部材料性能参数的仅找到文
献［8］�拟和的结果为
K ＝12．29αEρs ＋ h

h0－εcf0
εy

αEfρcf －0．48�（19）

此结果带有一定的局限性�还需要经过大量的试验
结果进行拟合．
3．3　钢筋屈服到破坏阶段

根据平截面假定及平衡条件有
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εcf ＝εcu（h－ x）／x�　εs ＝εcu（h0－ x）／x� （20）
0．8α1 f cbx ＝ f yA s ＋ Ecf A cf （εcf －εcf0）� （21）
由式（20）、（21）得
　　　x ＝ （－B＋ B2－4AC）／2A� （22）
其中

A ＝0．8α1 f cb�B ＝ Ecf A cf （0．0033＋εcf0）－ f yA s�
C ＝－0．0033Ecf A cf h
弯矩

M ＝0．8α1 f cbx（h－0．4）－ f yA sa� （23）
曲率

●－ ＝εcm ＋εsm

h0 ＝εcu ＋Ψεs

h0 ＝εcu
x ＋Ψ（h0－x）

xh0 �（24）

极限状态时梁的刚度为

Bs ＝0．8α1 f cbx2h0（h－0．4x）－ f yA saxh00．0033［ x＋Ψ（h0－ x） ］ � （25）

以上公式符号除做特殊说明外�其他均与文献［7］中

的符号意义相同．
4　计算与试验结果的对比

由于篇幅限制仅取文献 ［8］中的试验梁 FB-3�
FB-4进行计算�试件是矩形截面简支梁：跨度
2600mm�净跨2400mm�截面宽度150mm�截面
高度250mm�混凝土 C20�受拉主筋3Φ12�2个梁
底面均粘贴一层碳纤维布�碳纤维布宽度为80
mm�规格为300g／m2�计算厚度0．167mm�拉伸弹
性模量235GPa�拉伸强度3240MPa．FB-3、FB-4
的初始荷载分别为12kN、18kN．根据文献中的弯
矩-挠度图可以看出刚度基本为折线形�即在每一阶
段刚度基本保持不变�经计算可得出如下的荷载-挠
度曲线对比见图4�图5．

5　结　论
将 CFRP 加固钢筋混凝土梁的弯矩-曲率关系

曲线简化为理想三线型用于计算梁的刚度�可达到
足够的计算精度．可应用上述方法对2次受力加固
后的梁进行刚度计算�但第2阶段中 K 的表达式有
待于应用大量的试验结果进行拟合．
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