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均布载荷作用下超静定梁的抗弯刚度优化设计
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摘　要:　研究了均布载荷作用下一次超静定等强度梁的最优刚度分布.根据阶梯折算法思想,给出

了目标函数 、几何约束条件 、设计变量的显式表达式和算例.
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Abstract:　The optimal rigidity dist ribution o f the equi-st reng th one-stat ic-indeterminant beam under dis-

t ributed loads is studied.Based on the thinking o f stepped reduction method, the governing equat ion can be

explicit ly expressed by the design variables as w el l as geometric const raints.A n illust rat ive example is also

given.
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　　在给定承载能力下, 桥梁结构优化设计主要包

括形状优化设计和强度优化设计。而对梁的优化设

计文献主要集中在体积最优设计方面[ 1 ～ 3] .但实际

工程中抗弯刚度设计更为重要
[ 4]
.梁的等强度设计

可归结为梁的抗弯刚度的设计
[ 5]
, 在工程实际上具

有重要的意义.文献[ 6]用矩阵位移法给出了结构优

化分析的实用算法.梁斌等计算了弹性圆柱壳的刚

度最优化设计
[ 7]
.文献[ 8]研究了等强度梁在任意集

中载荷作用下抗弯刚度的优化设计.而在分布载荷

作用下对梁的抗弯刚度设计的文章鲜见.

考虑到目标函数和约束条件的复杂性, 以及它

们是设计变量隐函数的情况, 采用分段等分的办法,

得到了目标函数和几何约束条件关于设计变量的显

式表达式.最后归结为求解一组方程数目与梁的超

静定次数相等的非线性代数方程.从计算的算例来

看,该方法有许多优点.

1　基本方程

考虑长为 l, 截面为矩形,高为 h, 宽为 b的逐段

变刚度一次超静定梁, 梁上作用有均匀分布的载荷

q, 如图 1.

图 1　均布载荷作用的变刚度梁

显然,在均布载荷q的作用,在目前的支承情况

下,梁上的弯矩分布必有如图 2所示的曲线,梁上有
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一个弯矩为 0的点 x1 和剪力为 0的点 x2 , 且M0 必

小于 0.

图 2　梁的弯矩分布

基于梁的弯矩分布情况, 对全梁进行分段等分,

即分成 3部分来考虑.将梁分成( n+1) 段分 3段等

分的阶梯梁(这里的 n是任意的) .其中 ai ( i =0, 1,

…, p, p +1, …, k, …, n +1) 是各分点的坐标, 且

a0 =0, an+1 = l.我们以 D i ( i =0, 1, 2, …, n ) 表示

第 i段( ai ≤ x <ai+1 ) 的抗弯刚度.由阶梯折算法,

梁的挠度表达式由文献[ 5] 为

y( x) = y(0) +y′(0) x -
M0

Do ∑
n

i=0
(δi -δi-1){x -ai}0 ·

[ -
M0

2
{x -ai}2 -

Q0

6
( x -ai ) 2( x +2a i ) +

1
6
( x - a i)

2
( x + 2ai )∫

ai

0
q( x)d x -

( x -a i )
2

2 ∫
ai

0
xq( x) dx +

∫
x

0∫
x1

0∫
x2

0∫
x3

0
q( z )dz dx3d x2dx 1] , ( 1)

式中δi =D0/Di ( i =0, 1, 2, …, n) ,并规定δ-1 =0,

y (0) , y′( 0) =0, M0和Q0分别为梁在a0 ( x =0) 点

的挠度 、转角 、弯矩和剪力;{x-ai}
0
是 Heaviside函

数,定义为

{x -ai}0 =
1, x ≥a i

0, x <ai .
( 2)

该梁在任意截面上的弯矩 M( x) 为

M( x) =M0 +Q0 x -
qx

2

2
, ( 3)

剪力为

Q( x) =Q0 -q· x. ( 4)

2　边界条件和强度条件

2.1　边界条件

在一端固支, 一端简支的情况下, 梁的边界条

件为

当 x =0时,

y(0) =0, y′(0) =0; ( 5)

当 x =l时,

y ( l ) =0, ( 6)

M( l) =0, ( 7)

将边界条件式( 7) 代入式(3) 得

Q0 =
ql
2
-

M0

l
, (8)

各分点的弯矩为

M(ai ) =M0 1 -
a i

l
+ai[ F0 ( l) -F0( a i )] +

F1 ( ai ) -
ai
l
F 1( l) , (9)

利用分部积分法及边界条件(5) 和式(6) , 式( 1) 可

写为

y( l) = 2
Eb ∑

n

i=0
h
-3
i (M0 A i +B i ) , (10)

其中

A i = 2
l
[ 3l( a2i+1 -a3i ) -3l2( ai+1 -ai ) -( a3i+1 -

a
3
i )] , (11)

B i =ql
2
[ 3l( a3i+1 -a3i ) -3l( a2i+1 -a2i )] +

3qa3
i

2
(2l-ai ) -

3qa3
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3
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3
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( a

4
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2.2　强度条件

强度条件可写为

i ≤p -1, 　12
2
3

6
b
E

2

1
3

[ σ]D
2
3i ≥-M( ai ) , (13)

p ≤ i ≤ k -1, 　
12

2
3

6
b
E

2

1
3

[ σ]D
2
3
i ≥-M(a i+1) ,

(14)

k ≤i , 　12
2
3

6
b
E

2

1
3

[ σ] D
2
3
i ≥-M(ai ) , (15)

对于等强度梁,在式(13 ～ 15) 中都应有等式成立,

式中[ σ] 为材料的许用正应力.

当 M0 给定时, 可通过强度约束求出各个段的

刚度D i ( i =0, 1, …, n)是M0一个变量的函数, 显然

刚度D i 是M 0 的显式表达式.上述问题可归结为求

一组D i, 即求解关于M0的一个非线性代数方程.在

满足式(13 ～ 15) 条件下,使式(10) 成立,即 y( l) =

0.我们用牛顿迭代法
[ 9]
求出满足式(10) 的 D0 , 并

进而确定其余的 Di ( i =0, 1, …, n) .

3　算例

考虑一端固支,一端简支的梁,其上作用均布载

荷的强度为 q =100 N/m ,梁宽 b =240 mm ,梁长

l =9 000 mm.材料的[ σ] =160 MPa, Yong 氏模

量 E =2 ×10
5
MPa.
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将全梁分为 18段,根据弯矩分布情况分为 3部

分,每部分等分为( 6-6-6)段和( 8-5-5)段,求得 18段

变刚度梁的各个刚度如表 1 和表 2所示.图 3给出

抗弯刚度随截面变化的曲线.

表 1　优化后各个截面的抗弯刚度 单位:kN/ m2

i D i D i D

0 513 880 6 9 080 12 53 730

1 352 270 7 22 250 13 51 510

2 225 380 8 34 900 14 45 030

3 129 720 9 45 030 15 34 900

4 61 910 10 51 510 16 22 250

5 18 950 11 53 730 17 9 080

表 2　优化后各个截面的抗弯刚度 单位:kN/ m2

i D i D i D

0 419 630 6 33 150 12 68 650

1 321 080 7 10 690 13 68 650

2 237 430 8 14 830 14 64 570

3 167 730 9 35 150 15 52 850

4 111 020 10 52 850 16 35 150

5 66 420 11 64 570 17 14 830

图 3　优化刚度随截面变化情况
—□—( 6-6-6) …○…( 8-5-5)

4　结论

( 1)对原有阶梯折算法进行改进,得到了目标函

数和约束条件关于设计变量的显式表达式.得到了

满足强度要求的梁刚度最优分布.

( 2)从优化结果看,越靠近夹紧端要求的抗弯刚

度越大,在弯矩为 0的点处抗弯刚度最小,其 2个弯

矩为0的点中间刚度呈对称抛物线形状分布.其优

化结果为加筋桥梁的优化设计提供了理论依据.
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