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多循环半群的置换性质

田振际�江　洪�王亚伟
（兰州理工大学 理学院�甘肃 兰州　730050）

摘要：研究多循环半群�讨论多循环半群的置换性质�用完全归纳法证明当 n≥3时�多循环半群有置换性质 P^n．
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Permutation property of polycyclic semigroup
TIAN Zhen-ji�JIANG Hong�WANG Ya-wei
（School of Science�Lanzhou Univ．of Tech．�Lanzhou　730050�China）

Abstract： Polycyclic semigroup was investigated�the permutation property of the polycyclic semigroup
was discussed�and it was proved by means of ful-l inductive method that polycyclic semigroup has permuta-
tion property P^n�n≥3．
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1　预备知识
设 S是一个半群�n是一个正整数（n≥3）．称 S

具有置换性质 P^ n�如果对 S 中的任意 n个元素 x1�
x2�…�xn�都存在｛1�2�…�n｝上的两个不同的置换
δ�τ使得 xδ（1） xδ（2）…xδ（n）＝xτ（1） xτ（2）…xτ（n） ［1］．

多循环半群是由 n个元生成且带有零元的幺半
群：

Pn ＝〈p1�p2�…p n�p－11 �p－12 …p－1n ：
p ip－1

i ＝1�p ip－1
j ＝0�i≠ j〉

当 n＝1时�Pn 是双循环半群．对∀ω＝ x1x2… xn∈
｛p1�p2�…�p n｝∗�有ω－1＝ x－1n … x－12 x－11 ．对 Pn 的

每个非零元�都可以写成形式 u－1 v�其中 u�v∈
｛p1�p2�…�p n｝∗．且 Pn 的乘法如下：
（u－11 v1）（u－12 v2） ＝
u－11 ωv2
　　若 v1 ＝ωu2对某个ω∈｛p1�p2�…�p n｝∗

u－11 ω－1v2
　　若 u2 ＝ωv1对某个ω∈｛p1�p2�…�p n｝∗

0　其它
　　文献［2］证明双循环半群有置换性质 P^n�n≥4．
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以下研究多循环半群的置换性质．有关置换的知识
见文献［2～6］�有关多循环半群的知识见文献 ［7�
8］．
2　主要结果

定理1　多循环半群 Pn 具有 P^3．即对 Pn 的任

意三个元 x1＝a－1b�x2＝c－1d�x3＝e－1 f�其中 a�b�
c�d�e�f∈｛p1�p2�…�p n｝∗．
一定存在｛1�2�3｝上的两个不同的置换δ�τ使

得 xδ（1） xδ（2） xδ（3）＝xτ（1） xτ（2） xτ（3）．
引理1　对 Pn 的任意三个元 x1＝ a－1b�x2＝

c－1d�x3＝ e－1 f�其中 a�b�c�d�e�f∈｛p1�p2�…�
p n｝∗．
若 x1�x2�x3中存在两个元之积为0时�则一定

存在两个置换δ�τ使 xδ（1） xδ（2） xδ（3）＝xτ（1） xτ（2） xτ（3）．
证明　不失一般性�令 x1x2＝0�那么 x1x2x3＝

x3x1x2＝0．
以下引理中出现的 x1�x2�x3与 a�b�c�d�e�f

和引理1中出现的相同．
引理2　若 x1�x2�x3中两两之积不为0�方程

组（1）一定成立
　　　　　　 b ＝ nc 或 c ＝ nb

d ＝ me 或 e ＝ md
b ＝ le 或 e ＝ lb
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f ＝ kc 或 c ＝ kf （1）
f ＝ ja或 a ＝ j f
d ＝ ia或 a ＝ id

式中：i�j�k�l�m�n∈｛p1�p2�…�p n｝∗．
证明　三个元素中任取两个的乘积共有6种：

　（a－1b）（c－1d）（e－1 f ）　（a－1b）（e－1 f ）（c－1d）
　（e－1 f ）（c－1d）（a－1b）　（e－1 f ）（a－1b）（c－1d）
　（c－1d）（a－1b）（e－1 f ）　（c－1d）（e－1 f ）（a－1b）
所以由 Pn 中的乘法易得结论成立．

引理3　对于引理2中的方程组（1）�有3种情
形：

1） 若 b＝nc�c＝k f 则 b＝nk f．
2） 若 b＝nc�b＝ le则 e＝n1c或 c＝ l1e�其中�

n1�l1∈｛p1�p2�…�p n｝∗．
3） 若 b＝nc�f＝kc则 b 和 f 不一定有关．
证明　由 b�n�c�k�f�l�e∈｛p1�p2�…�p n｝∗易

得结论成立．
引理4　引理2中方程组（1）成立的情况下�在

a�b�c�d�e�f 中一定能找到一个元 y�使得∀z＝｛a�
b�c�d�e�f｝�都∃u∈｛p1�p2�…�p n｝∗�使 z＝uy．
证明　当方程组（1）成立只出现引理3的前两

种情况时�结论易得．如：c＝nb�c＝k f�d＝me�e＝
lb�f＝ j a�a＝ id�根据引理3�f＝n1b�d＝ lmb�e＝
lb�f＝ j ime．即 b是所要找的元．由对称性�其它类
似．

当方程组（1）成立出现引理3的第三种情况时�
可讨论以下3种情况：

1） 只出现一对�如：b＝ nc�f＝ kc�e＝ lb�e＝
md�d＝ ia�a＝ j f．则

b＝nc�f＝kc�e＝ lnc�d＝ i j kc�a＝ j kc�即 c是
所要找的元．由对称性�其它类似．

2） 若出现两对�如：b＝ nc�f＝ kc�b＝ le�d＝
me�a＝ id�a＝ j f 那么由引理3得：

e＝n1c或 c＝ l1e�d＝ i1 f 或 f ＝ j1d．不失一般
性�令 c＝ l1e�则 e是所要找的元．由对称性�其它类
似．

3） 若出现三对�如：b＝ nc�f＝ kc�b＝ le�d＝
me�d＝ ia�f＝ j a那么由引理3得 a＝ k1c 或 c＝
j1a�e＝n1c或 c＝ l1e�a＝m1e或 e＝ i1a．不失一般

性�令 a＝k1c�c＝ l1e�则 e是所要找的元．由对称性�
其它类似．

下面证明定理1．
1） 若 b是引理4中所找到的元�那么通过计算

六种乘法得：存在两个不同的置换δ�τ使
xδ（1） xδ（2） xδ（3）＝xτ（1） xτ（2） xτ（3）

其中 a�b�c�d�e�f∈｛p1�p2�…�p n｝∗．由对称性得
d�f 类似．

2） 若 a是引理4中所找到的元�那么通过计算
六种乘法得：存在两个不同的置换δ�τ使

xδ（1） xδ（2） xδ（3）＝xτ（1） xτ（2） xτ（3）
其中 a�b�c�d�e�f∈｛p1�p2�…�p n｝∗．由对称性得
c�e类似．
定理2　多循环半群 Pn 具有 P^ n�n≥3．
证明　对 n作数学归纳法．n＝3时�结论已证．

假设结论对 n－1已经成立�下证对 n也成立．
∀x1�x2�…�xn∈Pn�由假设知�存在｛1�2�…�

n－1｝上的两个不同的置换δ�τ使得 xδ（1） xδ（2） …
xδ（n－1）＝xτ（1） xτ（2）…xτ（n－1）．下面定义｛1�2�…�n｝上
的两个置换δ∗和τ∗如下：

δ∗（1）＝δ（1）�δ∗（2）＝δ（2）�…�δ∗（n－1）＝δ（n－1）�δ∗（n）＝n
τ∗（1）＝τ（1）�τ∗（2）＝τ（2）�…�τ∗（n－1）＝τ（n－1）�τ∗（n）＝n

则有 xδ∗（1） xδ∗（2）…xδ∗（n）＝xτ∗（1） xτ∗（2）…xτ∗（n） ．
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