
收稿日期：2007-12-11
基金项目：兰州理工大学优秀中青年教师基金（Q200106）；兰州理工大学学生科技创新基金资助．

复合风险组合中有关理赔总额分布的分析
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摘　要：　针对短期个别风险模型和长期聚合风险模型的理赔总额分布性质及特征作了较深入的分
析�研究了混合型随机变量和的概率分布和短期个别风险模型理赔总额的统计特征；在复合分布框
架下解析了聚合风险模型理赔总额和个别理赔额之间的分布关系�给出了个别理赔额分布的实用计
算方法及理赔总额近似分布�所给方法是原有方法的推进．
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On the Distribution of Aggregate Claims in Compound Risk Model
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Abstract：　We have made a further research on the nature and dist ributions of individual risk models and
compound models�the probability dist ribution of the mixed stochastic variables�and the statistical features
of the short-term individual risk models．Also the relationships between the total amount of compound
compensation and the amount of individual compensation are investigated under the conditions of compound
dist ributions．At last a more practical calculation method is given for the individual risk model and the ap-
proximate dist ribution of it s compensation．
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　　目前有关讨论风险模型中所涉及的同类型随机变量和的分布的文献较多［1～5］�也研究了由此产生的控
制问题［6～8］．如文献［2�3］主要介绍并应用了多个随机变量和的卷积公式�文献［4�5］给出了一个离散型随机
变量和一个连续型随机变量和的概率分布的例子和求法．我们对保险中的短期个别风险模型和长期聚合风
险模型通常涉及到的理赔总额的分布进行了分析�给出了理赔总额的一系列分布性质和相关的计算方法�所
提供的一些思路和性质有助于对保险风险组合模型的进一步理解和应用．
1　短期个别风险模型理赔总额的分布

一般文献中给出了2个离散型或2个连续型随机变量和的分布�但在保险中常遇到的是混合型随机变
量的和�对此有以下结果和应用．

定理1　设随机变量 Z＝ IX ＋（1－I）Y�其中 I是独立于 X、Y 的服从参数为 p 的Bernoulli随机变量�
X 是离散型随机变量�Y 是连续型随机变量�则混合型随机变量 Z的分布为

FZ（z） ＝ pF X（z）＋（1－ p）FY （z）�且 EZ ＝ pE ［ X］ ＋（1－ p）E［Y］．
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当 P I ＝12 ＝1�即 I为一点分布时又有 F Z（z） ＝∑∞k＝1 p（x k）FY （2z － x k）．

证明　当 I是独立于 X�Y 的服从参数为 p 的 Bernoulli随机变量时�
　　F（z） ＝ P｛Z≤ z｝＝ P｛Z ≤ z�I ＝1｝＋P｛Z≤ z�I ＝0｝＝ P｛X ≤ z｝P｛I ＝1｝＋

P｛Y ≤ z｝P｛I ＝0｝＝ pF X（z）＋（1－ p）FY （z）�
并且

EZ ＝ E［ IX ＋（1－ I）Y ］ ＝ E［ I ］ E［ X］＋（1－E［ I ］）E［Y］ ＝ pE ［ X］＋（1－ p）E［Y］．
当 I服从一点分布时�

　　　　F（Z） ＝ P｛Z≤ z｝＝ P｛X＋Y ≤2z｝＝ P ∪∞
k＝1 X ＝ x k�Y ≤2z － x k ＝

∑∞k＝1P｛X ＝ x k�Y ≤2z － x k｝＝∑∞k＝1 p（x k）FY （2z － x k）�

从而定理得证．

推论1　设短期个别风险模型 S ＝∑n

i＝1
X i 中某险种的理赔额为随机变量 B�用 X i 表示第 i 张保单可能

发生的索赔额�X i（1�2�…�n）为独立同分布的随机变量�并且每张保单以概率 p 最多发生一次理赔．则对索

赔总额 S ＝∑n

i＝1
X i 有 E ［ S］ ＝ npE ［B］�Var ［ S］ ＝ np｛（1－ p）E2B＋V ar ［ B］｝．

证明　令随机变量 I i ＝
1�第 i张保单发生理赔
0�第 i张保单不发生理赔�则 P｛I i ＝1｝＝ p�P｛I i ＝0｝＝1－p�即 I i 为独

立同分布的 Bernoulli随机变量（i ＝1�2�…�n）�并且 X i ＝ I iB．则由定理1有
ES ＝ E［∑n

i＝1
X i ］ ＝ nEX i ＝ nE ［ I iB ］ ＝ nE ［ E（B|I i） ］ ＝ nE ［ I i·E（B） ］ ＝ nE ［ I i ］ E［ B］ ＝ npE ［B］�

　　　V ar S ＝ V ar ［∑n

i＝1
X i ］ ＝ nVar ［ X i ］ ＝ nVar ［ I iB ］ ＝ n｛Var ［ E［ B|I i ］ ］ ＋ E［Var ［ B|I i ］ ］｝＝

n｛V ar ［ I i·E（B） ］ ＋ E［ I i·V ar（B） ］｝＝ n｛E2B·V ar ［ I i ］ ＋ E［ I i ］·Var ［ B］｝＝
np｛（1－ p）E2B＋V ar ［ B］｝�

证毕．

2　聚合风险模型理赔总额的分布
与短期个别风险模型不同�聚合风险模型保险期内理赔总额 SN ＝∑Ni＝1 X i中反映保单发生理赔的次数 N

为随机变量．第 i次可能发生的理赔额 X i（i ＝1�2�…�N）对不同的 i是独立同分布的�并与 N独立．

引理1　设聚合风险理赔总额 SN ＝∑Ni＝1 X i 中 X1�…�X N 独立同分布�N是随机变量且与 X i（i ＝1�2�
…�N）相互独立�则 SN 的矩母函数 M SN （t） ＝ MN ［lnMX（t） ］�其中 MX（t）为 X i 共同的矩母函数．

证明参见文献［1］．
在引理1的条件下�若 N是服从参数为λ的泊松分布�则称 SN 为服从参数为λ的复合泊松分布�由引理

知其矩母函数为 MSN （t） ＝ eλ（MX （t）－1）．
定理2　设聚合风险中 S1�S2�…�Sm是一系列相互独立的服从参数为λi（i＝1�2�…�m）的复合泊松分

布�即 S i＝∑
Ni

j＝1
X j（i＝1�2�…�m）�N i是服从参数为λi的泊松分布�X j（ j ＝1�2�…�Nm）独立同分布．a1�a2�

…�am 是 m 个不同的正数．则总理赔额 S ＝∑mi＝1 aiS i 是服从参数为λ＝∑mi＝1λi 的复合泊松分布．

证明　S i ＝∑
Ni

j＝1
X j�由于 X j（ j ＝1�2�…�N i）是独立同分布的�故可设它们共同的矩母函数为 MX i （t）�
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从而由引理知 MSi （t） ＝ eλi（MXi （t）－1）．由于 S1�S2�…�Sm 相互独立�再由矩母函数的性质
　　MS（t） ＝ E［ etS ］ ＝ E［et（a1S1＋a2S2＋…＋amSm） ］ ＝ E［eta1S1 ］ E［ eta2S2 ］…E［ etamSm ］ ＝

∏mi＝1（MSi （ait）） ＝∏mi＝1 eλi（MXi （ai t）－1） ＝ e ∑m
i＝1

λi（MXi （ai t）－1）＝ e
λ ∑m

i＝1
λi
λ（MXi （ai t）－1） �

由矩母函数与分布函数一一对应的性质可得�S服从参数为λ＝∑mi＝1λi 的复合泊松分布．

定理2对聚合风险的保险建模有重要的意义．当我们考虑多个保单组合的情况时�如果这些组合之间相
互独立�且每个组合的理赔可以用复合泊松分布描述�那么这些保单组合的总理赔额仍然可以用复合泊松分
布来描述．对于同一保单不同理赔额的组合�我们有

定理3　设理赔总额 S是服从参数为λ的复合泊松分布�取值为 x i（i ＝1�2�…�m）的个别理赔额其发
生的概率为 p i（i ＝1�2�…�m） �其发生次数为随机变量 N i（i ＝1�2�…�m）．则该保单的理赔总额 S ＝
x1N1＋ x2N2＋…＋ xmN m�并且 N i（i ＝1�2�…�m）服从参数为λi ＝λp i 的泊松分布�

E［ N i ］ ＝λi ＝λp i（i ＝1�2�…�m）．
证明　首先易见 S ＝ x1N1＋ x2N2＋…＋ xmN m�则

MS（t） ＝ E［ etS ］ ＝ E［et∑
m

i＝1
x iN i ］ ＝ E［e∑

m

i＝1
tiN i ］（令 t i ＝ t·x i） ＝∑＋∞

n＝0
E［ e∑

m

i＝1
tiN i|N ＝ n］·P｛N ＝ n｝＝

∑＋∞

n＝0
（p1et1＋ p2et2＋…＋ pme tm ）n·e－λλn

n！ ＝ e－λe
λ∑m
i＝1

p ie
ti
＝ e∑

m

i＝1
λp i（e

ti－1）
＝∏mi＝1 eλp i（eti－1） ＝∏mi＝1 MNi （t）�

从而取值为 x i 的个别理赔额其发生次数 N i 服从参数为λi ＝λp i（i ＝1�2�…�m）的泊松分布．
定理3说明了若理赔总额服从复合泊松分布�则它可以分解成理赔次数服从泊松分布的所有单个理赔

额的和．定理2和定理3说明了理赔总额和单个理赔额之间的相互转化关系�由此可以更好的研究聚合风险
的理赔额分布�并对整个保险组合的结构有更明确的认识．

推论2　设某保险组合的理赔总额 S服从参数为λ的复合泊松分布�其纯保费为 a1�理赔总额 S的各阶
矩满足 E［（S－ ES）k ］ ＝ ak（k ＝2�…�m）；并设个别理赔额的分布为 P｛X ＝ x k｝＝ p k（k ＝1�2�…�m）．则

该保险组合中个别理赔额的发生次数λ1�λ2�…�λm是线性方程组∑mi＝1 x kiλi ＝ ak（k＝1�2�…�m）的解�并且个

别理赔额的分布

p k ＝λk／∑mk＝1λk�（k ＝1�2�…�m）．

证明　设该保单组合发生的总理赔次数为随机变量 N�X 为该保单组合的理赔额随机变量�则由理赔
总额 S服从参数为λ的复合泊松分布及其满足的条件可得

a1 ＝ ES ＝ EN·EX ＝λ·EX�
ak ＝ E［（S－ ES）k ］ ＝ （lnMSN （t））（k）|t＝0 ＝ （lneλ（Mx（t）－1））（k）|t＝0 ＝λ·EX k�（k ＝2�…�m）

两式合写即λ·EX k ＝ ak（k ＝1�2�…m）．又由个别理赔额的分布 P｛X ＝ x k｝＝ p k（k ＝1�2�…�m）可得

EX k ＝∑mi＝1 x ki p i�（k ＝1�2�…�m）

代入后即得方程组

∑mi＝1λ（x ki p i） ＝ ak�（k ＝1�2�…�m）．

由定理3的结论λp k ＝λk（k ＝1�2�…�m） ．因此�方程组又可化为

∑mi＝1 x kiλi ＝ ak�（k ＝1�2�…�m）

即个别理赔额的发生次数λ1�λ2�…�λm 是线性方程组∑mi＝1 x kiλi ＝ ak（k＝1�2�…�m）的解．考虑到λp k ＝λk（k
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＝1�2�…�m）及∑mk＝1 p k ＝1�则个别理赔额的分布 p k ＝λk／∑mk＝1λk（k ＝1�2�…�m）�并且λ＝∑mk＝1λk．

证毕．
由于推论2中线性方程组的系数行列式可化为范得蒙行列式计算�故这一结果很有实际意义．为了更清

楚地研究聚合风险模型中理赔总额服从复合泊松分布风险模型�给出其的近似分布．

定理4　设聚合风险理赔总额 SN ＝∑Ni＝1 X i服从参数为λ的复合泊松分布�X1�…�X N独立同分布�并与

N独立．E［ X i ］ ＝μ＜＋∞�V ar ［ X i ］ ＝σ2 ＜＋∞�则

lim
λ→∞P

S－λμ
λ（σ2＋μ2）

≤ x ＝Φ（x）�其中 E（S） ＝λμ�V ar（S） ＝λ（σ2＋μ2）．

证明　令 S∗ ＝ S－λμ
λ（σ2＋μ2）

�由矩母函数的性质得

lnMS∗ （t） ＝－ λμt
λ（μ2＋σ2）

＋λ1＋μ1！ t
λ（μ2＋σ2）

＋μ2＋σ22！
t

λ（μ2＋σ2）
2
＋o t

λ（μ2＋σ2）
2
－1 ＝

λμ
2＋σ22 t2

λ（μ2＋σ2）＋o 1
λ ＝12t2＋o 1

λ �

故lim
λ→∞MS∗ （t） ＝ e

t22�又矩母函数 e
t22 对应的分布函数为 N（0�1）�从而结论得证．

3　结束语
通过采用矩母函数的方法对短期个别风险模型和长期聚合风险模型理赔总量的分布进行了详细的讨

论�所得结果为保险实务中的保费的收取和破产概率的分析计算提供了思路�具有一定的指导作用和现实
意义．
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