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摘　要：　研究同余是研究半群的一种最常用的方法�以下主要通过定义正规同余和正规子半群来
构造矩形同余对�从而研究 E-逆半群上的矩形群同余．
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Congruences on an E-inversive Semigroup
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Abstract：　Studying congruences is the best way of studying semigroups．By defining normal congruences
and normal subsemigroup�the rectangular congruence pair is const ructed to investigate the rectangular
group congruences on E-inversive semigroup．
Key words：　 normal congruence；normal subsemigroup；rectangular congruence pair；rectangular group
congruence

　　半群 S被称为 E-逆半群［1］�若对于任意 a∈ S�都存在 x ∈ S�使得 ax 是幂等元．显然毕竟正则半群特
别是正则半群都是 E-逆半群．近年来�毕竟正则半群的代数结构及其同余理论引起许多同行的极大关
注［1～4］．目前�E-逆半群已成为半群领域里的一个重要分枝．

1　预备知识
首先 Mitsch．Petrich给出了 E-逆半群的基本性质�继而研究了 E-逆半群的子直积［5�6］�Zheng刻画了群

同余［7］�文献［8］ 用正则同余对刻画 E-逆半群的正则同余�Weipoltshamer 描述了 E-逆 E-逆半群上的几种
特殊的同余［9］�有最小群同余�半格同余�幂等原分离同余等等．以下主要研究 E-逆半群上的矩形群同余．

称 y是 a的弱逆元�若 a∈ S�y ∈ S�使得 yay ＝ y．用W（a）表示 a的所有弱逆元的集合．设半群 S为
E-逆半群�用 Es 表示 S 的幂等元集合．半群 S称为矩形群�若 S是正则半群�且 Es 是矩形带．半群 S上的同
余η称为矩形群同余�若 S／η是矩形群．称 E-逆半群 S 上的同余θ是正则的�若对于任意 a∈ S�存在
α′∈W（a）�有 aθaa′a．

设 S是 E-逆半群�e�f ∈ Es�记
M（e�f） ＝｛g∈ Es|ge ＝ g ＝ f g｝�S（e�f） ＝｛g∈ M（e�f）|eg f ＝ ef｝�

称 S（e�f）为 E-逆半群 S 的中间集．
设 S是 E-逆半群�S的子半群 K 称为正规的�若
（1） a∈ K�a′∈ W（a）⇒a′∈ K；
（2） Es ⊆ K；
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（3） a∈ K�a′∈ W（a）⇒aK a′�a′Ka⊆ K．
设 S是 E-逆半群�且 Es 是 S 的子半群�称 Es 上的同余ε为 S 上的正规同余�若 x�y ∈ Es�存在 a∈

S�a′∈W（a）�有 ax a′�aya′�a′xa�a′ya ∈ Es．使得 xεy⇒ax a′εaya′�a′xaεa′ya．
设 S是 E-逆半群�ε是 S 上的正规同余�且 Es／ε是矩形带�K 是 S 的正规子半群�称（ε�K）为 S的矩形

同余对�若满足：
（1） 对于任意 a∈ S�a′∈ W（a）�存在 a″∈ W（a）�aa″aa′εaa′�a′aa″aεa′a；
（2） 对于任意 a∈ S�x ∈ Es．xa∈ K⇒a∈ K．
设 S为 E-逆半群�a∈ S�则存在 x ∈ S�使 as ∈ Es�于是 xax·a·xax ＝ xax�因此 xax ∈ W（a）�故

W（a）≠．显然�对 a′∈ W（a）�有 aa′�a′a ∈ Es．
设 S是 E-逆半群�Es是 S 的子半群．则对任意 x∈ Es�y∈W（x）�有 xy�yx ∈ Es�而 yx·xy ＝ yxy ＝

y�于是 y∈ Es�故 W（x）⊆ Es．
设 S是 E-逆半群�ρ是 S 上的同余�如果 bρ∈ W（aρ）�则存在 a′∈ W（a）�使得 a′ρb�若 e�f ∈ Es�eρf �

则存在 g∈ S（e�f）�使得eρgρf ［8］．
设 S是E-逆半群�θ是S上的正则同余�若 bθ是S／θ的幂等元�则在 S中一定存在幂等元e�使得 aθe ［8］．

2　主要结果
设 S为 E-逆半群�ε是正规同余�K 是正规子半群�在 S上定义1个二元关系如下：

aρb⇔ 对于任意 a′∈ W（a）．存在 b′∈ W（b）有 a′b ∈ K�a′aεb′b．aa′εbb′
对于任意 b′∈ W（b）．存在 a′∈ W（a）有 b′a ∈ K�aa′εbb′�a′aεb′b．

引理1　设（ε�K）是矩形同余对�且对于任意 a�b∈ S．对于任意 x ∈ Es�如果 ab∈ K�则 ba�axb∈ K．
证明　设对于任意 ab ∈ K�a�b∈ S�则由 K是正规子半群知�a′aba ∈ K．又 S是 E-逆半群�故存在

a′∈ W（a）�有 a′a ∈ Es�故 ba∈ K．又 x ∈ Es�K 是正规子半群�所以 bax ∈ K�故存在 b′∈ W（b）�有
b′baxb ∈K�又 b′b ∈ Es�故 acb ∈ K．证毕．
引理2　若（ε�K）是矩形同余对�则ρ是 S 上的等价．
证明　显然ρ满足对称性�又 Es ⊆ K及ε是自反的�故ρ自反的�下证ρ满足传递性．
设 aρb�bρc�则对于任意 a′∈W（a）�存在 b″∈W（b）�有 a′b∈ K�aa′εbb″�a′aεb″b；则由ε的定义知�对于

任意 b′∈ W（b）�存在 c′∈ W（c）�有 b′c ∈ K�bb′εcc′�b′bεc′c．又由ε的传递性�可得�aa′εcc′�a′aεc′c�令
g∈ M（aa′�bb′）�则有 gaa′＝ g ＝ bb′g�故

（b′ga）a′b（b′ga） ＝ b′bεc′c（gaa′）（bb′g）a＝ b′gga ＝ b′ga�
即 b′ga∈ W（a′b）．

又 a′b∈ K�故由正规子半群的定义知�b′ga∈ K�所以 a′b·b′ga∈ Es．a′（bb′g）a∈ Es⊆ K．gaa′∈ Es�
则由引理1知 a′bb′（gaa′）c∈ K．即 a′bb′ga·a′c ∈ K�得 a′c ∈ K．

另一方面�同理可知对于任意 c′∈ W（c）�存在 a′∈ W（a）�使得 c′a ∈ K�aa′εcc′�a′aεc′c�故 aρb．
因此ρ是 S 的等价．证毕．
引理3　若（ε�K）是矩形同余对�则ρ是 S 上的同余．
证明　先证ρ是左相容的�设 aρb�a�b∈ S�对于任意（ca）′∈ W（ca）�有（ca）′ca（ca）′＝ （ca）′�又

（ca）′ca（ca）′c ＝ （ca）′（ca）（ca）′c ＝ （ca）′c�故（ca）′c ∈ W（a）．不妨令 a′＝ （ca）′c．
又 a（ca）′ca（ca）′＝ a（ca）′�即 a（ca）′∈ W（c）�故令 c′＝ a（ca）′�于是就有

a′c′＝ （ca）′ca（ca）′＝ （ca）′�aa′＝ a（ca）′c ＝ c′c ＝ c′c．
又 aρb�故（ca）′cb ＝ a′b ∈ K�

又由ρ的定义知�存在 b′∈ W（b）�使得 aa′εbb′�a′aεb′b�
令 g∈ S（aa′�bb′） ＝ S（c′c�bb′）�则 c′c ＝ aa′εgεbb′�（b′gc′）cb（b′gc′） ＝ b′ggc′＝ b′gc′�
故 b′gc′∈ W（cb）．
令（cb）′＝ b′gc′∈ W（cb）�
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因此 ca（ca）′＝ caa′c′εcbb′c′εcbb′bb′c′εcbb′gc′＝ cb（b′gc′） ＝ cb（cb）′．
又（cb（a′a）εEW（（a″a）ε））′（cb） ＝ b′gc′cb ＝ b′gbεb′bb′b ＝ b′bεa′a ＝ a′aa′a ＝ a′cc′a ＝ （ca）′ca�
同理可得：对于任意（cb）′∈ W（cb）�存在（ca）″∈ W（ca）�
使得（cb）′（ca）∈ K�（ca）（ca）″ε（cb）（cb）′�（ca）″（ca）ε（cb）′（cb）�即 caρcb�
又由引理知ρ是 S 上的等价�故ρ是 S 上的同余．证毕．
定理1　若（ε�K）是矩形同余对�则ρ是 S 上的矩形群同余．
证明　对于任意 a∈ S�a′∈ W（a）�存在 a″∈ W（a）�由定义知�a′aa″a ∈ K�故

a′（aa″aa′）aεa′（aa′）a＝ a′a�即（a′a）ε∈ W（（a″a）ε）．
于是有

（a″a）∈ W（（a″a） ∩ Es．（a″a）′εa′a�
又

（a″a）′a′（aa″a）（aa）′a′ρ（a″a）′（a″a）′a″a（a″a）a′＝ （a″a）′（a″a）′a′＝ （a″a）′a′�
即（（a″a）′a′）ρ∈ W（（aa″a）ρ）．故存在（aa″a）′∈ W（aa″a）�使得（aa″a）′ρ（a″a）′a′�则

aa″a（aa″a）′ρaa″a（a″a）′a′ρaa″a′aa′＝ aa″aa′εaa′�
即 aa″a（aa″a）′εaa″aa′εaa′�且

（aa″a）aa″aρ（a″a）′aa″aρa′aa″a ＝ a′aa″aεa′a�
即（aa″a）′aa″aεa′aa″aεa′a．

另外�令 c ∈ W（aa″a）�则有 caa″ac ＝ c．故（ca）a″a（ca） ＝ （caa″ac）a ＝ ca�故 ca ∈ W（a″a）�又
（ac）a″a（ac） ＝ （acaa″a）c＝ ac．故 ac ∈ W（aa″）．于是 caa″a（ca）caa″aεcaa″a�即（caa″a）ε∈ W（（ca）ε）�于是
存在 x∈ W（ca）．有 xεcaa″a．并且有 xcax ＝ x�于是（xc）a（xc） ＝ （xcax）c＝ xc．故 xc ∈ W（a）�不妨令
a′＝ xc�则 a′∈W（a）�a（xc）εaa″axcεaa″acaa″acεaa″ac．同理可得 xcaεc（aa″a）．因此 aρaa″a．ρ是S上的正则
同余．

设 aρ�bρ∈ E（S／ρ）�其中 a�b∈ S�则存在 e�f ∈ Es�有 aρe�bρf �又 Es／ε是矩形带�故 ef eρe�则（aba）ρ＝
aρ�即 S／ρ是矩形带�因而ρ是 S 上的矩形群同余．证毕．
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