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无限长旋转圆柱中的广义磁热弹耦合效应 
*何天虎，关明智 

(兰州理工大学理学院，甘肃，兰州 730050) 

摘  要：应用 Lord-Shulman(L-S)和 Green-Lindsay(G-L)广义热弹性理论，研究了一旋转的无限长的理想圆柱导体

的电磁热弹耦合问题。给出了介质中的 Maxwell 方程组，建立了 L-S 型和 G-L 型统一的广义的电磁热弹耦合的控

制方程，借助拉普拉斯变换和数值反变换技术对问题进行求解，得到了瞬态热冲击作用下旋转的无限长圆柱中的

温度、应力、位移、感应的磁场和感应的电场的分布规律。结果表明：介质呈现出热的波动性和电磁热弹耦合效

应，由于旋转，位移、应力、感应磁场、感应电场的幅值有明显提高，而旋转对温度影响不大。 
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GENERALIZED MAGNETO-THERMOELASTIC COUPLED 
PHENOMENON IN A ROTATING INFINITE CYLINDER 

*HE Tian-hu , GUAN Ming-zhi 
(School of Science, Lanzhou University of Technology, Lanzhou, Gansu 730050, China) 

Abstract:  Based on the theories of Lord and Shulman(L-S)and Green and Lindsay (G-L), the generalized 
magneto-thermoelastic coupled phenomenon in an infinite cylinder subjected to a thermal shock was investigated. 
Maxwell equations were obtained and the magneto-thermoelastic coupled governing equations of both L-S type 
and G-L type were established. The problem was solved by means of Laplace transformation and numerical 
Laplace inversion. The distributions of temperature, stress, displacement, induced magnetic field as well as 
induced electric field were illustrated graphically. The heat wave effect and electromagneto-thermoelastic coupled 
effects were observed. The rotation significantly increased the magnitude of the real part of displacement, stress, 
induced magnetic field and induced electric field, but had no effects on the temperature. 
Key words:  generalized thermoelastic theory; electromagneto-thermoelastic coupled; Laplace’s transformation; 

cylinder; rotation effect; Bessel function 
 

在经典热弹性理论中，其热传导方程是扩散型

的，这意味着热在介质中传播速度无限大，这与实

验观测不相符。为了弥补经典热弹性理论的不足，

学者们发展了三种不同的广义热弹性理论：一是

Lord 和 Shulman[1]的广义热弹性理论(L-S 理论)；二
是Green和Lindsay[2]的广义热弹性理论(G-L理论)；
三是 Green 和 Naghdi[3―4]的微极广义热弹性理论

(G-N 理论)。它们都可以描述热呈现波动效应。 
Bagri[5]综合运用了 L-S、G-L 和 G-N 三个理

论，利用拉普拉斯正反变换技术，研究了一个薄膜

耦合问题。基于经典理论，Bahtui 和 Elalami[6]研究

了功能梯度壳的热弹耦合问题。基于 L-S 理论，

Bakhshi[7]研究了功能梯度圆板的热弹耦合问题。

Bagri [8]等研究了圆板的广义热弹耦合问题，证明了

在热冲击条件下，耦合系数对于温度、位移、变形

分布的影响。Eslami[9]等利用了拉普拉斯变换法和

伽辽金有限元法研究了功能梯度环形圆板的广义

热弹耦合问题。基于 G-L 理论，Othman[10]利用正
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则模态法，研究了无限大旋转板的广义热弹耦合问

题。基于 L-S 理论，He[11]等研究了无限长圆柱的电

磁热弹的耦合问题。 
本文综合应用 L-S 理论和 G-L 理论，采用拉普

拉斯正反变换技术，研究了无限长旋转圆柱体的电

磁热弹耦合的广义热冲击问题。本文与文[11]不同

在于，综合运用了两个广义热弹性理论，同时考虑

了旋转效应，本文属文[11]的系列工作，是文[11]
的延伸。 

1  基本方程  

考虑一无限长的各向同性理想圆柱导体，选取

柱坐标系 ( , , )r zϕ ，坐标 z 轴沿着圆柱体的轴向，坐

标原点在对称轴上。无限长圆柱体以角速度

0 0,Ω( , )Ω = 绕 z 轴旋转。考虑旋转效应，运动方程

中包含了与时间相关的向心加速度 ×( )×Ω Ω u 和

科里奥利加速度 ×2Ω u& ，圆柱体置于磁场强度为

0(0,0, )HH = 的磁场中，H 的方向沿着圆柱体的轴

向。在 t=0 时刻，电磁介质表面上受到热冲击作用。

介质受热膨胀变形，由于 H 的作用，介质中产生了

感应的磁场 h 和感应的电场 E。介质中的 Maxwell
方程组具有如下的矢量形式： 

0h ε∇ × = +J E&                (1) 

0µ∇ × = −E h&                  (2) 

0 ( )µ= − ×E u H&               (3) 

0∇ ⋅ =h                       (4) 
0∇ ⋅ =E                      (5) 

式中：h 是感应的磁场强度矢量；E 是感应的电场

强度矢量；u 是位移矢量； 0µ 、 0ε 分别是磁导率和

介电率；∇ 是 Hamilton 算子。 
不计体力及内热源，计及洛仑兹力广义热弹性

理论控制方程： 
2

2 [ ] ( )i
ij, j i i i

uF
t

σ ρ Ω Ω Ω
⎧ ⎫∂⎪ ⎪+ = + × ( × ) + 2 ×⎨ ⎬

∂⎪ ⎪⎩ ⎭
u u& (6) 

, 0 0 0( + ) ( )ij v ij kk kkT c T T T e m eκ ρ τ λ τ= + +& && & &&         (7) 
ˆ2ij kk ij ij ije Tσ λε δ µ γ δ= + −                   (8) 

式中， 0T̂ T T Tυ= − + &。 

0 ( )ij i j j i ij k kM H h H h H hµ δ= + −      (9) 

0 ( )i iF µ= ×J H                    (10) 

, ,
1 ( )
2ij i j j iu uε = +                  (11) 

上述式中，建立了 L-S 型和 G-L 型统一的广义

的电磁热弹耦合的控制方程，其中， ijσ 是应力分量，

iu 是位移分量，ρ 是密度， iF 是洛仑兹力分量，Ω
是角速度，当 m=1， 0υ = 时，表示的是 L-S 型电

磁热弹耦合的控制方程；当 m=0 时，表示的是 G-L
型电磁热弹耦合的控制方程。 
位移具有如下的特征： 

( ) 0, 0r zu u r t u uϕ = =, ,=       (12) 

根据式(12)，可得到应变分量为： 

         ,rr
u ue e
r rϕϕ

∂
= =

∂
,   

0zz r rz ze e e eϕ ϕ= = = = 。       (13) 

由式(13)可得到体积膨胀率： 
1 ( )

rr zz
u u rue e e e
r r r rϕϕ

∂ ∂
= + + =  + =

∂ ∂
    (14) 

应力分量具有下面的形式： 

  
0

0

2 ( )

2 ( )

rr
uσ µ e T T T
r

uσ µ λe T T T
rϕϕ

λ γ υ

γ υ

∂
= + − [ − + ],

∂

= + − [ − + ],

&

&
 

0( )zzσ λe T T Tγ υ= − [ − + ]&。            (15) 
式中：λ和 µ是拉梅常数； (3 2 ) tλ µ αγ = + ； tα 是线

性热膨胀系数。 
由式(2)和式(3)可以得到柱体中的感应电场强

度和感应磁场强度： 

     0 0(0, ,0) 0, ,0 ,uE H
t

µ ∂⎛ ⎞= = ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
E  

0(0,0, ) (0,0 )h H e= = −h 。         (16) 

在介质中产生感应电磁场的同时，电磁场将向

自由空间中辐射，从而由式(16)可假定自由空间中

的电磁场分量具有如下形式和关系： 
     0 0 0 0(0, ,0), (0,0, ),zE h= =E h  

2 0
2 0

0 0 2 0z
z

hh
t

ε µ ∂
∇ − =

∂
。            (17) 

式中的上标“0”代表自由空间中的各物理量，假

定柱体及自由空间中的磁导率和介电率相等。 
由式(10)及式(16)得到洛仑兹力分量： 

2
2

0 0 0 0 2 ,0,0e uµ H
r t

ε µ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂

= −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
F     (18) 

由式(6)、式(15)和式(18)可以得到柱坐标下的

径向平衡方程： 
2 2 2 2

0 0( 2 )H e T Tλ µ µ γ υ+ + ∇ − [∇ + ∇ ] =&  
2

2 2 2
0 0 0 2( ) eH e

t
ε µ ρ ρΩ∂

+ −
∂

          (19) 
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为了便于计算，引入下面的无量纲量： 
* * * 2 * 2

1 1 1 1

* * * *
2

0 1

* *0 0 0
2 3
1 1

, , ,

, , , ,

, , ,

n n

ij ij
ij ij

v

r c ηr u c u t c t c
M

M
T c

H h H E ch E
c c

η η τ ητ
σ θ Ωσ θ Ω
µ µ η

µ ρ
η

κρ ρ

  

= = = =

= = = =

= = =

 

2
2 0 0
1

2 Hc µλ µ
ρ ρ

 +
= + 。                (20) 

利用式(20)定义的无量纲量，对控制方程进行

无量纲化可以得到(为方便起见，省去各量右上方的

星号)： 
2

2 2 2 2
1 2 2[ ] ee g g e

t
θ υ θ Ω∂

∇ − ∇ + ∇ = −
∂

&   (21) 

2
0 3 0( ) ( )g e m eθ θ τ θ τ∇ = + + +& && & &&         (22) 
2 0

2 0 2
2 0z

z
hh V
t

∂
∇ − =

∂
                 (23) 

式中： 

0
1 2

1

Tg
c

γ
ρ

= ，
2

0 0
2 21 Hg

c
µ
ρ

= + ， 3
v

g
c
γ

ρ
= ， 

2

0 0

1c
ε µ

= ，
2

2 1
2

cV
c

= 。 

应力分量经无量纲化处理后得到： 
2

12 [ ]rr
ue
r

σ β λ θ υθ= − − + &        (24) 

2
12 [ ]ue

rϕϕσ β λ θ υθ∂
= − − +

∂
&       (25) 

2rrM hλ= −                      (26) 

式中： 
2

2 20 0 0
1 2

2 , ,T Hγ µλ µβ λ λ β
µ µ µ

+
= = = + 。 

认为问题的初始条件是齐次的，其边界条件 
如下： 

1) 在圆柱体的边界面上，电场强度 E 的切向

分量连续： 
0( , ) ( , ), 0E a t E a t t= >       (27) 

2) 圆柱体边界面上应力自由： 
0( , ) ( , ) ( , ) 0rr rr rra t M a t M a tσ + − =    (28) 

3) 圆柱体表面上受到热冲击： 
0( , ) ( )a t H tθ θ=            (29) 

2  问题的求解 

引入拉普拉斯变换： 

0
( , ) e ( , )dstf r s f r t t

∞ −= ∫        (30) 

利用式(30)，对式(21)、式(22)进行拉普拉斯变

换，得到： 
2 2 2 2

2 1( )g s e g sΩ θ υ∇ − + − ∇ [1+ ] = 0     (31) 
2

0 0 3[ (1 )] (1 ) 0s s s m s g eτ θ τ∇ − + − + =    (32) 

从上两式消去θ ，得到 e 所满足的偏微分方程： 
 4 2( ) 0A C e∇ − ∇ + =          (33) 

式中： 
2 2

2 0 1 3 0
3 2

2 0

(1 ) g (1 )(1 ),

( )(1 )

A g s s s  g s m s s

C g s s s

Ω τ τ υ

Ω τ

= − + + + + +

= − + 。
 

通过类似的方法，可以得到θ 所满足的偏微分

方程： 
4 2( ) 0A C θ∇ − ∇ + =         (34) 

式(33)可表示成下面的形式： 
2 2 2 2

1 2( ) ( ) 0k k e∇ − ∇ − =       (35) 

由于所考虑问题的解在 0r → 时是有限的，从

而得到： 
2

0
1

( ) ( )i i
i

e G s I k r
=

= ∑            (36) 

式中 ( )iG s 是待定参数； 0I 是零阶的第一类修正的

贝塞尔函数。 
类似地可以得到拉氏域温度解的形式： 

2

0
1

( ) ( )i i
i

G s I k rθ
=

′= ∑          (37) 

式中， ( )iG s′ 是待定参数。 

在拉氏域中求解式(23)，可以得到 r → ∞ 时，
0
zh 的有限解： 

0
3 0( ) ( )zh G s K Vsr=             (38) 

式中： 3( )G s 是待定参数； 0K 是零阶的第二类修正

的贝塞尔函数。 
利用式(36)和式(14)，在拉氏变换域中进行求

解，得到： 
2

1
1

1 ( ) ( )i i
i i

u G s I k r
k=

= ∑         (39) 

从而由式(24)―式(26)可以得到： 
2

2 0 1 3
2

1 0

(1 )( ) (1 )
(1 )rr i

i i

s m s gG s s
k s s

τ λ
σ β υ

τ=

⎧⎡ ⎤+⎪= − + ⋅⎨⎢ ⎥
− +⎪⎣ ⎦⎩

∑  

0 1
2( ) ( )i i
i

I k r I k r
k r

⎫
   − ⎬

⎭
              (40) 
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2
2 0 1 3

2
1 0

(1 )( ) 2 (1 )
(1 )i

i i

s m s gG s s
k s sϕϕ

τ λ
σ β υ

τ=

⎧⎡ ⎤+⎪= − − + ⋅⎨⎢ ⎥
− +⎪⎣ ⎦⎩

∑  

0 1
2( ) ( )i i
i

I k r I k r
k r

⎫
   + ⎬

⎭
                  (41) 

2

2 1 0
1

( ) ( )rr i i
i

M w G s I k rλ
=

= ∑                  (42) 

为了确定待定参数 1 3( ) ( )G s G s− ，需利用边界

条件式(27)―式(29)，由于在边界面上，感应的磁场

强度的法向分量是连续的，从而由式(25)可以得到： 
( , ) 0rr a tσ =              (43) 

对边界条件进行拉氏变换： 
0( , ) ( , )E a s E a s=             (44) 

( , ) 0rr a sσ =                 (45) 

0( , )a s
s

θ
θ =                 (46) 

利用式(44)―式(46)可以得到： 
2

3
1 1 1

1

1 ( ) ( )i i
i i

Gw s G I k a K Vsa
k V=

=∑          (47) 

2
2 0 1 3

2
1 0

(1 )( ) (1 )
(1 )i

i i

s m s gG s s
k s s

τ λ
β υ

τ=

⎧⎡ ⎤+⎪ − + ⋅⎨⎢ ⎥
− +⎪⎣ ⎦⎩

∑  

0 1
2( ) ( ) 0i i
i

I k a I k a
k r

⎫
− =⎬

⎭
        (48) 

2
0 3 0

02
1 0

(1 ) ( )
(1 ) i i

i i

s m s g G I k a
sk s s

τ θ
τ=

+
=

− +∑          (49) 

2 0 1 0
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

= , = ,
( ) ( )

l θ l θG G
s l n n l s l n n l

-
- -

 

1 2 1 2 0
3

3 1 2 1 2

( )=
( )

l r r l θG
r s l n n l

-
。

-
                   (50) 

式中： 

2 0 1 3
2

0

0 1

(1 ) (1 )
(1 )

2( ) ( ), 1,2

i
i

i i
i

s m s gl s
k s s

I k a I k a i
k r

τ λ
β υ

τ
⎡ ⎤+

= − +  ⋅ ⎢ ⎥
− +⎣ ⎦

       − =

 

0 3
02

0

(1 ) ( ), 1,2
(1 )i i

i

s m s gn I k a i
k s s

τ
τ

+
= =

− +
 

1
1 3 1

1( ), 1,2, ( )i i
i

w sr I k a i r K Vsa
k V

= = =  

3  拉普拉斯反变换 

为了得到各物理量在时间域中的解，需对上面

求得的表达式进行拉普拉斯反变换。引入下面拉普

拉斯反变换公式： 

i1
i

1( ) [ ( )] e ( )d
2πi

stf t L F s F s s
ν

ν

+ ∞−

− ∞
= = ∫    (51) 

式中，s 为拉普拉斯变换因子，且 is wν= + 。 

在进行拉氏数值反变换时，我们应用了下面关

于贝塞尔函数的渐近展开式： 

1 1 1
2

1 1 1
2

1 ( 1) ( 9)e( ) ~ 1
8 2!(8 )2

1 ( 1) ( 9)( ) ~ e 1
2 8 2!(8 )

 z

z

I z
z zz

K z
z z z

α

α

µ  µ µ
 

µ µ µ

⎡ ⎤− − −
− + −⎢ ⎥π ⎣ ⎦

⎡ ⎤− − −π
+ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

L

L-

 

(52) 
式中 2

1 4µ α= 。 

4  算例及讨论 

考虑一半径为 a 的无限长铜质圆柱体，其表面

应力自由，并在表面处受到热冲击作用，计算中所

需的材料性能参数参见文[11]，由于这里考虑是一个

具体算例，故设定材料的电导率是一个有限大的值。 
分别考虑无量纲 t =0.2, t =0.3 及角速度 Ω = 

10.0, Ω =0.0，在 0θ =1, 0τ =0.02 及 a=2.0，经过计算

得到了温度、位移、径向应力及感应的磁场强度和

感应的电场强度的分布规律，见图 1―图 5 所示。 
从图 1―图 2 可以看出，在 L-S 理论和 G-L 理

论下，在某一时刻，各物理量只在有限的区域内不

为零，而在超出该区域后，值都是零，也就是说没

有受到热的扰动影响，考虑不同时刻，随着时间推

移，其不为零的区域也相应地在减少，这说明热的

传输呈现波动性，以有限的速度传输，这与经典的

热传导是完全不同的。 
从径向应力分布图 3 可知，在 L-S 理论和 G-L

理论下，柱体外表面处的应力为零，这与边界条件

即圆柱体边界面上应力自由是相吻合的。圆柱中离

开周边的区域受压，而且受压区域随着时间的推移

向圆柱轴心运动。同时，由于柱体是个连续体，沿

径向膨胀的质点受到周围介质的限制，阻止膨胀质

点的运动，因此，靠近圆周表面的介质受到拉应力

作用。由图 3 可知，当某一时刻固定时，应力不为

零的区域是有限的，这进一步表明了热的波动效应。 
图 4、图 5 反映了电磁热弹耦合效应，在 L-S

理论和 G-L 理论下，当介质置于磁场中受到热冲击

作用时，介质受热产生膨胀变形。这使得介质在磁

场中切割磁感线，从而在介质中产生了感应的电

场，介质中的感应电磁场分布随热波的传输向圆柱

中心推移。 
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图 1  温度分布 

Fig. 1  Distribution of temperature 

 
图 2  径向位移分布 

Fig. 2  Distribution of the radial displacement 

 
图 3  径向应力分布 

Fig. 3  Distribution of the radial stress 

 
图 4  感应磁场分布 

Fig. 4  Distribution of the induced magnetic field 

 
图 5  感应电场分布 

Fig. 5  Distribution of l induced electric field 

从图 1―图 5 可知，无论是对温度、径向位移、

径向应力、感应电磁场、G-L 理论下的幅值都不同

程度上的大于 L-S 理论下的幅值。 
从图 1―图 5 可以明显地看出由于旋转，位移、

径向力、感应电场和感应磁场的幅值有明显增大，

温度的幅值几乎没有影响。 

5  结论 

通过以上对旋转无限长理想圆柱导体的电磁

热弹耦合问题进行的研究，可以得到如下的结论： 
(1) 在 L-S 理论和 G-L 理论下，给定时刻，热

的扰动区域是有限的，这说明热的传输呈现波   
动性。 

(2) 在 L-S 理论和 G-L 理论下，电磁媒质置于

磁场中，当受热冲击变形时，使得通过柱体横截面

的磁通量发生变化，从而在媒质中产生了感应的电

磁场，体现了电磁热弹耦合效应。另外，感应的电

磁场的变化随着热波的传输向圆柱中心推移，体现

了热的波动效应。 
(3) 由于圆柱旋转，位移、应力、感应磁场、

感应电场的幅值有明显的提高，圆柱的旋转对温度

的影响不大。 
(4) 两种广义理论比较而言，无论是温度、径

向位移、径向应力还是感应电磁场，在 G-L 理论下

的幅值都不同程度上的大于 L-S 理论下的幅值。 
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