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Banach空间非线性常微分方程的正周期解
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摘要：在一定的序条件及非紧性测度条件下�通过非紧性测度的精细计算�运用凝聚映射的不动点指数理论获得有
序 Banach 空间二阶常微分方程的正周期解的存在性．
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Positive periodic solution of nonlinear ordinary differential
equation in Banach spaces
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Abstract： Under the ordered conditions and noncompactness measure conditions�the existence of positive
periodic solution for second-order ordinary differential equation in Banach space was proved by accurately
calculating the measure of noncompactness and employing fixed-point index theorems of condensing map．
Key words： periodic boundary value problem；measure of noncompactness；condensing map；fixed point
index

　　设 E为有序 Banach 空间�P为正规锥�正规常
数为 N�考虑下列周期边值问题（简称 PBVP）

－u″（t） ＝ f（t�u）�　t∈ I
u（0） ＝ u（ω）�u′（0） ＝ u′（ω） （1）

解的存在性．式中：I＝［0�ω］�f （t�u）∈C（I×E�E）
且满足条件：

（P0） ∃M＞0�使 f （t�x）≥－Mx�∀t∈ I�x≥
θ．

关于抽象空间周期边值问题已有一些研究�参
见文［1］与文［2］．在无穷维空间中�非线性项 f （t�x）
关于 x的连续性保证不了解的存在性．一般除 f （t�
x）的连续性�还要对 f 加上一定的条件．文 ［3］在 R
空间中利用锥映射的 Krasnoselskii 不动点定理获
得半线性二阶常微分方程 PBVP 正解的存在性．文
［4］在有序 Banach 空间中�利用凝聚锥映射的
Krasnoselskii不动点定理讨论二阶常微分方程周期
边值问题�对非线性项 f （t�x）提出的极限条件不易
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检验�而本文提出较易检验的序条件（P0）�（P2）�
（P3）或（P0）�（H2）�（H3）�在一定的非紧性测度条
件下�通过非紧性测度的精细计算�运用凝聚映射的
不动点指数理论获得问题（1）的正解的存在性�证明
方法与文［3］和文［4］完全不同．特殊地 E＝Rn�即普
通常微分方程组的情形�本文的结果也是新的．
1　预备知识

记 C（ I�E）为 I 上连续函数根据范数‖u‖＝
max
t∈ I
‖u（t）‖构成的Banach 空间．对∀u∈C（I�E）�

令 f1（u）＝ f （t�u（t））＋Mu（t）�作算子
Au ＝ （T●f1）u＝
　∫ω

0G（t�s） ［ f （s�u）＋ Mu（s）］ds�　　t∈ I
（2）

式中：G（t�s） ＝
coshβ（t－ s－ω／2）2βsinh（βω）／2 　　 　0≤ s≤ t ≤ω
coshβ（ω＋t－ s－ω／2）2βsinh（βω）／2 　 0≤ t ≤ s≤ω

（3）
β＝ M�则 A：C（ I�E）→C（ I�E）连续�易见 u∈
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C（I�E）为问题（1）解的充要条件是 u为算子 A 的不
动点�即 u＝ A u．当 E 为有限维空间时�T 为紧算
子�f1为有界连续算子�从而 A 为全连续映射；但当
E为无限维空间时�T 非紧�A 一般不再是全连续映
射．易见

K0＝｛φ∈ C（I�E）|φ（t） ∈ P�　∀t ∈ I｝
为 C（I�E）中的闭凸锥�其正规常数亦为 N．在 C（I�
E）中取 K0的子锥

K ＝｛u∈ C（I�E）|u（t） ≥θ�
u（t）≥δu（s）�∀t�s∈ I｝

式中：δ＝ 1
coshβω2

．因为β＝ M＞0�所以 K⊂K0．

引理1　算子 A＝ T●f1 映 K 入 K�算子 A：
K→K连续．
证明　设 u∈C（ I�E）�u≥θ根据条件（P0）有

f1（u）≥θ�由式（3）知：
1

2βsinhβω2
≤ G（t�s） ≤ coshβω2

2βsinhβω2
�　t�s∈ I

（4）
于是对∀τ�s∈ I�由式（4）可得

（Au）（τ） ＝ T●f1≤∫ω

0G（τ�s） f1（u）ds≤
coshβω2
2βsinhβω2∫

ω

0 f1（u）ds

从而有

∫ω

0 f1（u）ds≥ （Au）（τ）
coshβω2 2βsinhβω2

另一方面

（Au）（t） ＝∫ω

0G（t�s） f1（u）ds≥
1

2βsinhβω2∫
ω

0 f1（u）ds≥

1
coshβω2

（Au）（τ）≥δ（Au）（τ）

因此 A：K→K 连续．
引理2［5］　设 E 是 Banach 空间�P 为 E 中的

锥�Ω⊂P为有界开集�A：P∩-Ω→P为凝聚映射�若
存在 u0∈P＼｛θ｝�使

u－ Au≠μu0�∀u∈∂Ω�μ≥0
则 i（A�P∩Ω�P）＝0．

引理3［6］　设 E 是 Banach 空间�P 为 E 中的

锥�Ω⊂P为有界开集�θ∈Ω�A：P∩-Ω→P为凝聚映
射�使

u≠μAu�∀u∈∂Ω�0＜μ≤1
则 i（A�P∩Ω�P）＝1．

记T l＝｛x∈E|‖x‖＜ l｝（l＞0）�
U l＝｛u∈C（I�E）|‖u‖＜ l｝（l＞0）

2　主要结果及证明
定理1　设 E为有序 Banach 空间�P为其正规

锥�正规常数为 N�f∈C（ I×E�E）�把有界集映成
有界集�且 f 满足（P0）及下列条件：

（P1） ∃0＜L＜ M2�对任意有界集 D⊂P∩T l�

有

α（ f1（I�D））≤ Lα（D）
式中：f1（I�D）＝｛f1（t�u（t））＝ f （t�u（t））＋

Mu（t）|t∈ I�u∈D｝．
（P2） ∃ε1＞0及 r1＞0�使

f （t�x）≤－ε1x�∀t ∈ I�x ∈ P�‖x‖≤ r1
　　（P3） ∃ε2＞0及 b（t）∈C（I�P）�使

f （t�x）≥ε2x－b（t）�∀t ∈ I�x ∈ P
则 PBVP（1）至少存在一个正解．

证明　因问题（1）的解等价于算子 A 的不动
点�下面对算子 A 应用凝聚映射的不动点指数理论
来讨论其不动点的存在性．

首先证 A：K→ K 为凝聚映射．对任意有界集
B⊂K∩U l�由 f 的有界性知 A （B）等度连续．根据
文［7］之定理1．2有

α（A（B）） ＝ max
t∈I α（A（B（t）））

∀u∈B�t∈ I�根据文［8］之引理3有
（Au）（t） ＝∫ω

0G（t�s） ［ f （s�u（s））＋ Mu（s）］ds∈

∫ω

0G（t�s）ds co｛f1（s�u（s））|s∈ I�u∈ B｝∈

∫ω

0G（t�s）ds co（ f1（I×B（I）））

从而

α（A（B（t）））≤∫ω

0G（t�s）ds·α（ f1（I×B（I）））≤
1
M·Lα（B（I））≤2LMα（B）

两边取最大值�有
α（A（B））≤2LMα（B）

又0＜2LM＜1�故 A：K→K 为凝聚映射．

取0＜ r＜ r1�下证
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u≠λAu�∀u∈∂U r ∩ K�0＜λ≤1 （5）
若∃u0＝λ0A u0�则 u0满足微分方程

－u0″（t）＋ Mu0＝λ［ f （t�u0）＋ Mu0］�t ∈ I
u0（0） ＝ u0（ω）�u0′（0） ＝ u0′（ω）

第一个方程两边在 I上积分�结合条件（P2）可得
M∫ω

0u0（t）d t ＝λ0∫ω

0［ f （t�u0（t））＋ Mu0（t） ］d t≤

∫ω

0［ f （t�u0（t））＋ Mu0（t） ］d t≤

∫ω

0 f （t�u0（t））d t＋ M∫ω

0u0（t）d t≤
－ε1∫ω

0uo（t）d t＋ M∫ω

0u0（t）d t
于是ε1∫ω

0u0（t）d t≤θ�故∫ω

0u0（t）d t≤θ．
另一方面�由于 u0∈∂U r ∩ K�根据锥 K的定

义

u0（t）≥δu0（s） ＞θ

于是∫ω

0u0（t）d t≥δ∫ω

0u0（s）d t ＝ωδu0（s） ＞θ

矛盾！故式（5）成立�根据引理3知：
i（A�K ∩U r�K） ＝1 （6）

　　然后证缺方向性．取 e0∈ P�使‖ e0‖＝1�令
u0（t）≡e0�则 u0∈K＼｛θ｝．
下证当 R充分大时�有
u－ Au≠μu0�∀u∈ K ∩∂U R�μ≥0 （7）

反设若∃u1∈K�μ0≥0�使 u1－A u1＝μ0u0�则 u1－
μ0u0＝A u1．根据算子 A 的定义 u0满足微分方程

－（u1（t）－μ0u0）″＋ M（u1（t）－μ0u0） ＝
　 f （t�u1（t））＋ M（u1（t）－μ0u0）

且满足周期边界条件�于是
－u1″（t） ＝ f（t�u1（t））－μ0（e0″） ＝

f（t�u1（t））＋θ≥ε2u1（t）－b（t）
两边在 I上积分可得

∫ω

0－u1″（t）d t≥ε2∫ω

0u1（t）d t－∫ω

0b（t）d t
于是

∫ω

0u1（t）d t≤1ε2∫ω

0b（t）d t
根据锥 K 的定义 u1（t）≥δu1（s）�则

∫ω

0δu1（s）d t≤1ε2∫ω

0b（t）d t
u1（s）≤ 1

δωε2∫ω

0b（t）d t
两边取范数�结合锥 K 的正规性�有

‖u1（s）‖≤ N
δωε2‖∫ω

0b（t）d t‖≤

Nω
δωε2‖b‖＝ N‖b‖

δε2
则

‖u1‖≤ N‖b‖
δε2 ＝∶-R

取 R＞max｛r�-R｝�则式（7）成立�于是根据引理2有
i（A�K ∩U R�K） ＝0 （8）

由凝聚锥映射不动点指数的区域可加性�式（6）和
式（8）有

i（A�K ∩ （U R／U r�K） ＝
i（A�K ∩U R�K）－ i（A�K ∩U r�K） ＝
0－1＝－1≠0

由可解性知 A 在 K∩（U R／U r）中至少有一个不动
点�即问题（1）至少有一个正解．
注　定理1将关于 f 一致连续这个非常强的条件减
弱为连续．

定理2　设 E为有序 Banach 空间�P为其正规
锥�正规常数为 N�f∈C（I×E�E）把有界集映成有
界集�且假设定理1的条件（P0）�（P1）成立�若 f 满
足下列条件：

（H2） ∃ε1＞0及 r1＞0�使
f （t�x）≥ε1x�∀t ∈ I�x ∈ P�‖x‖≤ r1

　　（H3） ∃ε2＞0及 b（t）∈C（I�P）�使
f （t�x）≤－ε2x＋b（t）�∀t ∈ I�x ∈ P

则 PBVP（1）至少存在一个正解．
定理2的证明类似定理1的证明�故略．
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