
第 47 卷第 1 期
2017 年 1 月

东 南 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 )
JOUＲNAL OF SOUTHEAST UNIVEＲSITY ( Natural Science Edition)

Vol． 47 No． 1
Jan． 2017

DOI: 10． 3969 / j． issn． 1001 － 0505． 2017． 01． 023

热冲击下理想黏结三明治板的
分数阶广义热弹性问题分析

徐业守1 徐赵东1 何天虎2 陈锦祥1 张永胜3 胡 健3 王康建1

( 1 东南大学混凝土及预应力混凝土结构教育部重点实验室，南京 210096)
( 2 兰州理工大学理学院，兰州 730050)

( 3 江苏省建筑设计研究院有限公司，南京 210019)

摘要: 为了研究对称热冲击作用下三明治板的广义热弹动态响应，假定三明治板连接界面处为
零阻抗理想黏结，材料特性参数随温度变化，采用分数阶广义热弹性理论，给出了层合板广义热
弹耦合的控制方程． 基于拉普拉斯变换及其数值反变换对控制方程进行求解，得到了无量纲温
度、位移及应力的数值解． 重点讨论了热传导系数、密度和比热容等材料参数在界面处的变化对
热传递及结构响应的影响，同时考虑了分数阶参数及温度相关性参数的影响效应． 计算结果表
明，温度、位移和应力随界面处材料热传导系数、密度和比热容的减小而增加; 分数阶参数对温度
和应力的影响较大，对位移影响较小; 温度、位移和应力的幅值随温度相关性参数的增大而减小．
界面处材料热传导系数、密度和比热容的减小促进热沿板厚方向的传导，分数阶理论和材料的温
度相关性对温度、位移和应力的分布影响显著．
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Analysis on fractional-order generalized thermoelastic problem
for ideal adhesion sandwich plate under thermal shock
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Abstract: To investigate the generalized thermoelastic dynamic response of a sandwich plate subjec-
ted to symmetrical thermal shock，assuming that the value of thermal impedance at the interface is
zero with ideal adhesion and the material properties change with the temperature，the governing
equations of the layered plate with generalized thermoelasticity coupling are formulated based on the
fractional order generalized thermoelasticity theory． The governing equations are solved based on La-
place transform and its numerical inversion，and the numerical values of the non-dimensional temper-
ature，displacement，and stress are obtained． The effects of material parameters alteration including
the thermal conductivity，density and heat capacity at the interface on the heat transfer and structure
response are studied，and the effects of the fractional order parameter and temperature-dependent pa-
rameter are considered at the same time． The numerical results show that the values of temperature，
displacement and stress increase with decreasing thermal conductivity，density and heat capacity at
the interface． The fractional order parameter has a significant effect on temperature and stress，and a
slight effect on displacement; the amplitudes of temperature，displacement，and stress decline with
increasing temperature-dependent parameter． The decreases of thermal conductivity，density and heat
capacity at the interface promote the heat transfer through the thickness direction of the plate，and the
fractional-order theory and material temperature dependence have significant effects on the distribu-
tions of temperature，displacement，and stress are significant．
Key words: fractional-order theory of generalized thermoelasticity ; symmetrical layered plate; tem-

perature-dependence; Laplace transform
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在经典热弹性理论中，认为热以无限大速度传

播，这与物理实际并不相符． 为弥补经典热弹性理

论的不足，学者们发展了广义热弹性理论，主要包

括 Lord-Shulman ( L-S ) ［1］ 广 义 热 弹 性 理 论 和

Green-Lindsay ( G-L ) ［2］广义热弹性理论． 这 2 种

理 论 都 能 描 述 热 在 介 质 中 以 有 限 的 速 度 传 播．
Sherief 等［3］和 Ezzat 等［4］用分数阶微积分对其进

一步修正，建立了分数阶广义热弹性理论． Aoua-
di［5］的研究表明，材料的特性参数与温度有关，如

弹性模量、泊松比、热膨胀系数和导热系数等随温

度变化． Youssef 等［6］和熊启林等［7-8］基于广义热

弹性理论，对层板结构热力学问题进行了深入的

研究．
本文基于 Ezzat 等［4］提出的分数阶广义热弹

性理论，对材料特性参数与温度相关的三明治板，

在对称热荷载作用下的广义热弹耦合问题的动态

响应进行了研究，定量得到了无量纲温度、位移及

应力的分布规律．

1 基本方程

基于 Ezzat 等［4］建立的分数阶广义热弹性理

论，不考虑体力和内热源，均质各向同性热弹性体

的控制方程为:

1) 运动方程

σij，j = ρüi ( 1)

2) 本构方程

σij = 2μεij + ( λεkk － γθ) δij ( 2)

3) 几何方程

εij =
1
2 ( ui，j + uj，i ) ( 3)

4) 能量方程

q i，i = － ρT0 η ( 4)

ρη = γεkk +
ρCE

T0
θ ( 5)

5) 热传导方程

κθ，ii = 1 +
τα0
α!
α

t( )α ( ρCE
θ + T0γ εkk ) ( 6)

式中，σij为应力分量; ui 为位移分量; ρ 为质量密度;

εij为应变分量; εkk = ε11 + ε22 + ε33 为体积膨胀率; γ
= ( 3λ +2μ) αt，λ，μ 均为拉梅常数，αt 为线性热膨

胀系数; θ = T － T0，T 为绝对温度，T0 为参考温度;

δij为 Kronecker 张量分量; q i 为热流量分量; η 为熵

密度; CE 为比热容; κ 为热传导系数; τ0 为热松弛

时间; α 为分数阶参数; σij，j =∑
3

j =1

σij

xj
; qi，i =∑

3

i =1

qi

xi
;

ui，j =
ui

xj
; θ，ii = ∑

3

i = 1

2θ
2xi

; i，j，k = 1，2，3．

假定与温度相关的材料特性参数 λ = λ0 f( θ) ，

μ = μ0 f( θ) ，κ = κ0 f( θ) ． 其中，λ0，μ0 和 κ0 为不考虑

温度相关性时的材料特性参数，f( θ) 为温度增量的

函数． Ｒishin 等［9］研究表明，f( θ) = 1 － α* θ，α* 为

经验常数． 当 T － T0 /T01 时，f( θ) ≈1 － α* T0，

则均质各向同性材料热弹性问题的偏微分控制方

程由式( 1) ～ ( 6) 改写为

σij = ( 1 － α* T0) ［2μ0εij + ( λ0εkk － γ0θ) δij］ ( 7)

ρüi = ( 1 － α* T0) ［2μ0εij，j + ( λ0εkk，j － γ0θ，j ) δij］

( 8)

( 1 －α* T0) κ0θ，ii = 1 +
τα0
α!
α

t( )α ［ρCE
θ+ ( 1 －α* T0) T0γ0 εkk］

( 9)

式中，εij，j = ∑
3

j = 1

εij

xj
，εkk，j =

εkk

xj
，θ，j =

θ
xj

，i，j，k =

1，2，3．

2 问题描述

考虑一个由 2 种不同材料组成的三明治板，两

侧层板厚度为 l，中间层板厚度为 2l，其结构如图 1
所示． 三明治板为均质材料，各向同性，2 种材料层

间假定为理想黏结． 外侧 2 层板 ( 三明治板第Ⅰ，

Ⅲ层区域) 采用铜质材料，为了研究热传导系数、
密度和比热容对材料界面热弹性的影响，中间层

( 三明治板第Ⅱ层区域) 的热传导系数、密度和比

热容的取值与外侧两层按一定比例选取，其比例值

κⅡ /κⅠ，ρⅡ /ρⅠ，CⅡE /CⅠE 均为 0． 5，1． 0 或 2． 0，其他

材料参数与中间层取值相同，上标Ⅰ，Ⅱ分别表示

层板第Ⅰ层与第Ⅱ层区域．

图 1 三明治板结构横截面示意图

对于上述三明治板结构，在对称荷载作用下，

假设 y 与 z 向尺寸为无穷大，厚度 x 方向的尺寸远

小于板平面上 y 与 z 向的尺寸，因而只考虑在垂直

于板面的热冲击下各变量沿板厚方向的分布规律．
在板厚方向，以对称层中心位置为坐标原点，
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将三明治板简化为一维问题． 初始时刻，三明治板

两侧外表面自由，热冲击作用下，其位移 uj ( 上标 j
=Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ表示层板的第Ⅰ，Ⅱ和Ⅲ层区域) 的分

量为

uj
x = uj ( x，t) ，uj

y = 0，uj
z = 0 ( 10)

由此，得到应变分量为

ε j
x =
uj

x
( 11)

对于一维问题，式( 7) ～ ( 9) 可以简化为

σ j = ( 1 － α* T0 ) ( λ j
0 + 2μ

j
0 ) u

j

x
－ γ j

0θ[ ]j ( 12)

ρ j üj
i = ( 1 － α* T0 ) ( λ j

0 + 2μ
j
0 ) 

2uj

2x
－ γ j

0
θ j

[ ]x
( 13)

( 1 － α* T0 ) κ j
0θ

j
，ii = 1 +

τ j
0
α

α!
α

t( )α ·

ρ j C j
E
θ j

t
+ T0 ( 1 － α* T0 ) γ j

0
2uj

x[ ]t ( 14)

为简便起见，引入如下无量纲量:

x* = c0η0x，uj * = c0η0u
j，t* = c20η0 t

τ j
0
* = c20η0τ

j
0，θ j * = θ j

T0
，σ j * = σ j

μⅠ0

q j * = q j

κⅠ0 T0c
2
0η

2
0
，η0 =

ρⅠCⅠE
κⅠ0

，c0 =
λⅠ0 + 2μⅠ0

ρ槡 Ⅰ

对式( 12 ) ～ ( 14 ) 进行无量纲化处理，可得

( 为简便起见，略去无量纲量右上角的星号，以下

变量均为无量纲量) :

υσ j =
λ j

0 + 2μ
j
0

μⅠ0
uj

x
－
γ j
0T0

μⅠ0
θ j ( 15)

λ j
0 + 2μ

j
0

ρ j c20
2uj

x2
－
γ j
0T0

ρ j c20
θ j

x
= υ 

2uj

t2
( 16)

2θ j

x2
= 1 +

τ j
0
α

α!
α

t( )α υ
ρ j C j

E

κ j
0η0

θ j

t
+

γ j
0

κ j
0η0

2uj

x( )t ( 17)

式中，υ = 1
f( θ)

= 1
1 － α* T0

为温度相关性参数，表征

温度对材料特性及其参数的影响． 假定板材初始

时刻 自 由，初 始 温 度 T0 为 常 值，则 初 始 条 件 为

uj ( x，0) = uj ( x，0) = 0，θ j ( x，0) = θ j ( x，0) = 0．
控制方程求解时，需要同时考虑初始条件和边

界条件． 对称热荷载作用下的三明治板，两侧坐标

为 ± 2l，层合板交界面处的坐标为 ± l，初始条件被

假定为均匀齐次，边界条件为:

1) 三明治板的两侧界面上不受任何外力，应

力自由，由此得到 σⅠ ( ± 2l，t) = 0．
2) 三明治板的两侧界面受到对称热荷载的冲

击作用，即 θⅠ ( ± 2l，t) = θ0H ( t) ，其中 θ0 为常数，

H( t) 为 Heaviside 函数．
3) 三明治板的交界面处，材料的特性参数发

生了改变，但仍需要满足热流流量相等的连续性条

件，即在 x = － l 处，qⅠ = qⅡ ; 在 x = l 处，qⅡ = qⅢ ．
4) 假定三明治板在交界面处是理想黏结，则

可以认为在交界面处不同层板的位移是连续的，即

在 x = － l 处，uⅠ = uⅡ ; 在 x = l 处，uⅡ = uⅢ ．

3 拉氏域内的求解

根据定义，拉普拉斯变换具有如下形式:

珋f( x，s) = ∫
∞

0
e －st f( x，t) dt

式中，s 为拉普拉斯变换因子，且 s = v + iw ．
对式( 15) ～ ( 17) 运用拉普拉斯变换，可得

υ珚σ j =
λ j

0 + 2μ
j
0

μⅠ0
d珔uj

dx －
γ j
0T0

μⅠ0
珋θ j ( 18)

λ j
0 + 2μ

j
0

ρ j c20
d2珔uj

dx2
－
γ j
0T0

ρ j c20
d珋θ j
dx = υs2珔uj ( 19)

d2珋θ j

dx2
= 1 +

τ j
0
α

α!
s( )α υs

ρ j C j
E

κ j
0η0

珋θ j +
γ j
0 s

κ j
0η0

d珔uj

d( )x ( 20)

对式( 19) 和式( 20) 进行消元，得到 珔uⅠ，珋θⅠ所

满足的偏微分方程:

( 4 －m1
2 +m2 ) ( 珔uⅠ，珋θⅠ ) = 0 ( 21)

其中

m1 = υ + gb
β( )2 1 +

τⅠ0 α

α!
s( )α s + υs2

m2 = υ
2 s3 1 +

τⅠ0 α

α!
s( )α ， = d

dx

β2 =
λⅠ0 + 2μⅠ0

μⅠ0
，b =

γⅠ0 T0

μⅠ0
，g =

γⅠ0
ρⅠCⅠE

式( 21) 可以改写为

( 2 － p2
1 ) ( 2 － p2

2 ) ( 珔uⅠ，珋θⅠ ) = 0 ( 22)

p1 和 p2 是如下特征方程的根:

p4 －m1p
2 +m2 = 0 ( 23)

求解后，p1 和 p2 具有如下形式:

p1 =
m1 + m2

1 － 4m槡 2

槡 2 ，p2 =
m1 － m2

1 － 4m槡 2

槡 2
( 24)

同理，对式( 19) 和( 20) 进行消元，得到 珔uⅡ，珋θⅡ

所满足的偏微分方程为

( 4 － n1
2 + n2 ) ( 珔uⅡ，珋θⅡ ) = 0 ( 25)

其中

n1 =
a2b2

a1
+ b1( )υ 1 +

τⅡ0 α

α!
s( )α s + υs

2

a1
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n2 =
b1

a1
1 +

τⅡ0 α

α!
s( )α υ2 s3

a1 =
λⅡ0 + 2μⅡ0
ρⅡc20

，a2 =
γⅡ0 T0

ρⅡc20

b1 =
ρⅡCⅡE
κⅡ0 η0

，b2 =
γⅡ0
κⅡ0 η0

式( 25) 可以改写为

( 2 － q2
1 ) ( 2 － q2

2 ) ( 珔uⅡ，珋θⅡ ) = 0 ( 26)

q1 和 q2 是如下特征方程的根:

q4 － n1q
2 + n2 = 0 ( 27)

求解后，q1 和 q2 具有如下形式:

q1 =
n1 + n2

1 － 4n槡 2

槡 2 ，q2 =
n1 － n2

1 － 4n槡 2

槡 2
( 28)

对于图 1 所示的三明治板复合结构，由于第Ⅰ
层与第Ⅲ层材料特性参数相同，因而其解析解具有

相同的表达形式，第Ⅱ层材料特性参数与外侧两层

不同，得到的解析解形式也不同．
1) 第Ⅰ层与第Ⅲ层区域位移和温度解析解为

珔uⅠ = C1e
－ p1x + C2e

p1x + C3e
－ p2x + C4e

p2x ( 29)

珋θⅠ = C11e
－ p1x + C22e

p1x + C33e
－ p2x + C44e

p2x ( 30)

式中，Ci ( s) ，Cii ( s) ( i = 1，2，3，4 ) 为关于 s 函数的

未知待定参数; p i 为方程( 21) 的解．
将式( 29) 和( 30) 代入式( 19) ，得到

C11 = － A1C1，C22 = A1C2，C33 = － A2C3，C44 = A2C4

( 31)

式中，Ai = β
2 p

2
i － υs

2

bp i
，i = 1，2． 从而有

珋θⅠ = － A1C1e
－ p1x + A1C2e

p1x － A2C3e
－ p2x + A2C4e

p2x

( 32)

将式( 29 ) 和 ( 32 ) 代入式 ( 18 ) 中，求得 珚σⅠ表

达式为

珚σⅠ = － B1C1e
－ p1x + B1C2e

p1x － B2C3e
－ p2x + B2C4e

p2x

( 33)

式中，Bi = β
2 s2
p i

，i = 1，2．

2) 与第Ⅰ层和第Ⅲ层区域求解方法相同，得

到第Ⅱ层区域位移、温度和应力解析解为

珔uⅡ = E1e
－ q1x + E2e

q1x + E3e
－ q2x + E4e

q2x ( 34)

珋θⅡ = － D1E1e
－ q1x + D1E2e

q1x － D2E3e
－ q2x + D2E4e

q2x

( 35)

珚σⅡ = － F1E1e
－ q1x + F1E2e

q1x － F2E3e
－ q2x + F2E4e

q2x

( 36)

式中，Ei ( s) ( i = 1，2，3，4) 为未知待定参数，是关于

s 的函数，q i 为方程( 25) 的解．
求解过程中

Di =
a1q

2
i － υs

2

a2q i

Fi =
( a2c1 － a1c2 ) q2

i + c2υs
2

a2υq i
i = 1，2

c1 =
λⅡ0 + 2μⅡ0

μⅠ0
，c2 =

γⅡ0 T0

μⅠ0
对 Ci ( s) ，Cii ( s ) ( i = 1，2，3，4 ) 等未知待定参

数进行求解时，需要考虑三明治板对称结构外侧面

的边界条件，在拉普拉斯域内，在 ± 2l 处的边界条

件可以转化为

珚σⅠ ( ± 2l，s) = 0，珋θⅠ ( ± 2l，s) =
θ0
s ( 37)

根据式( 32) 、( 33 ) ，利用式( 37 ) 的边界条件，

得到如下方程组:

－ A1C1e
2p1l + A1C2e

－ 2p1l － A2C3e
2p2l + A2C4e

－ 2p2l =
θ0
s

( 38)

－ A1C1e
－ 2p1l + A1C2e

2p1l － A2C3e
－ 2p2l + A2C4e

2p2l =
θ0
s

( 39)

－ B1C1e
2p1l + B1C2e

－ 2p1l － B2C3e
2p2l + B2C4e

－ 2p2l = 0

( 40)

－ B1C1e
－ 2p1l + B1C2e

2p1l － B2C3e
－ 2p2l + B2C4e

2p2l = 0

( 41)

在 Matlab 中对方程组( 38) ～ ( 41 ) 进行求解，

可得到 Ci ( s) ( i = 1，2，3，4 ) 的表达式． 而 Ei ( s ) ( i
= 1，2，3，4 ) 解析形式的确定，则必须考虑层合板

交界面处( x = ± l 处) 的边界条件． 如前所述，在交

界面处，热流流量相等，即

珔qⅠ x = － l =珔qⅡ x = － l， 珔qⅡ x = l =珔qⅢ x = l ( 42)

根据分数阶广义热弹性理论，热传导方程为

1 +
τ j
0
α

α!
α

t( )α q j = － κ jθ j ( 43)

在第Ⅰ、Ⅲ层和第Ⅱ层区域分别对式 ( 43 ) 进

行无量纲化，可以得到

1 +
τⅠ0 α

α!
α

t( )α qⅠ = － ξ1θⅠ ( 44)

1 +
τⅡ0 α

α!
α

t( )α qⅡ = － ξ2θⅡ ( 45)

式中，ξ1 =
1

c0η0
，ξ2 =

1
c0η0

κⅡ0
κⅠ0

．

对式( 44) 、( 45) 进行拉普拉斯变换，可得

珔qⅠ =
－ ξ1

( 1 + τⅠα
0 sα /α! )

d珋θⅠ
dx ( 46)
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珔qⅡ =
－ ξ2

( 1 + τⅡα
0 sα /α! )

d珋θⅡ
dx ( 47)

由于各变量在外侧两层区域的表达形式相同，

式( 42) 的边界条件可以表示为

ξ1
( 1 + τⅠα0 sα /α! )

d珋θⅠ
dx x = － l

=
ξ2

( 1 + τⅡα0 sα /α! )
d珋θⅡ
dx x = － l

( 48)

ξ2
( 1 + τⅡα0 sα /α! )

d珋θⅡ
dx x = l

=
ξ1

( 1 + τⅠα0 sα /α! )
d珋θⅠ
dx x = l

( 49)

由于在界面处位移连续，从而有

珔uⅠ x = － l =珔uⅡ x = － l， 珔uⅡ x = l =珔uⅢ x = l ( 50)

由式( 32) 和( 35) ，可得

珋θⅠ = p1A1C1e
－ p1x + p1A1C2e

p1x +
p2A2C3e

－ p2x + p2A2C4e
p2x ( 51)

珋θⅡ = q1D1E1e
－ q1x + q1D1E2e

q1x +
q2D2E3e

－ q2x + q2D2E4e
q2x ( 52)

由式 ( 29 ) 、( 32 ) 、( 34 ) 、( 35 ) 及 式 ( 48 ) ～
( 52) ，得到方程组

q1D1E1e
q1l + q1D1E2e

－ q1l + q2D2E3e
q2l + q2D2E4e

－ q2l =

ξ1
ξ2

1 + τⅡα
0 sα /α!

1 + τⅠα
0 sα /α!

( p1A1C1e
p1l + p1A1C2e

－ p1l +

p2A2C3e
p2l + p2A2C4e

－ p2l ) ( 53)

q1D1E1e
－ q1l + q1D1E2e

q1l + q2D2E3e
－ q2l + q2D2E4e

q2l =

ξ1
ξ2

1 + τⅡα
0 sα /α!

1 + τⅠα
0 sα /α!

( p1A1C1e
－ p1l + p1A1C2e

p1l +

p2A2C3e
－ p2l + p2A2C4e

p2l ) ( 54)

E1e
q1l + E2e

－ q1l + E3e
q2l + E4e

－ q2l =
C1e

p1l + C2e
－ p1l + C3e

p2l + C4e
－ p2l ( 55)

E1e
－ q1l + E2e

q1l + E3e
－ q2l + E4e

q2l =
C1e

－ p1l + C2e
p1l + C3e

－ p2l + C4e
p2l ( 56)

通过对式( 53) ～ ( 56) 运用 Matlab 进行求解，

便可得到 Ei ( s ) ( i = 1，2，3，4 ) 的解析表达式． 至

此，位移、温度和应力在拉普拉斯域内三明治板不

同区域的解析解已全部求得．

4 拉普拉斯数值反变换

为求得各个变量的数值解，需采用拉氏反变换

将拉氏域内求得的结果转化到时间域内． 拉氏反变

换公式如下:

f( t) = L －1［F( s) ］ = 1
2πi∫

v +i∞

v －i∞
estF( s) ds

在进行拉氏数值反变换时，应用了黎曼-刘维尔［10］

近似求和，即

f( x，t) = eβt
t

1
2
珋f( x，β) + Ｒe∑

N

n =1

珋f x，β + inπ( )t
( － 1)[ ]n

式中，Ｒe 为实部，i 为单位虚数，由文献［11］可知，

βt≈4． 7．

5 数值计算分析

计算中，在第Ⅰ层和第Ⅲ层区域选用固定的铜

质材料进行计算分析; 第Ⅱ层区域热传导系数、密
度和比热容的取值与第Ⅰ、Ⅲ层区域各参数按照一

定比例选取，其他参数与第Ⅰ、Ⅲ层区域相同． 三明

治板各层材料特性参数为: λⅠ0 = λⅡ0 = 77． 6 GPa，

μⅠ0 = μⅡ0 = 38． 6 GPa，τⅠ0 = τⅡ0 = 0． 05，ρⅠ = 8 954
kg /m3，CⅠE =383． 1 J / ( kg·K) ，κⅠ0 =386 W / ( m·K) ，

κⅡ /κⅠ，ρⅡ /ρⅠ，CⅡE /CⅠE 取值均为 0． 5，1． 0，2． 0，

αⅠt = αⅡt = 1． 78 × 10 －5 K －1，T0 = 293 K． 其他参数

分别为 l = 1． 0，θ0 = 1． 0．
在数值计算中，首先研究热传导系数、密度和

比热容对热量沿三明治板厚度方向传输的影响，考

虑三明治板第Ⅱ层热传导系数、密度和比热容变化

时，各变量的分布规律，选取 t = 0． 75，使 α = 0． 25，

υ = 2． 0 保持不变，当中间层材料热传导系数、密度

和比热容减小时，分别取 κⅡ /κⅠ = 0． 5，ρⅡ /ρⅠ =
0． 5，CⅡE /CⅠE = 0． 5． 中间层材料热传导系数、密度

和比热容增大时，分别选取 κⅡ /κⅠ = 2． 0，ρⅡ /ρⅠ =
2． 0，CⅡE /CⅠE / = 2． 0． 将第Ⅱ层与第Ⅰ，Ⅲ层热传导

系数、密 度 和 比 热 容 完 全 相 同 ( κⅡ /κⅠ，ρⅡ /ρⅠ，

CⅡE /CⅠE = 1． 0) 时的温度、位移和应力分布曲线作

为参考曲线进行对比( 见图 2) ．
然后，选取三明治板复合材料不同层间热传导

系数、密度和比热容的比值 κⅡ /κⅠ = 2． 0，ρⅡ /ρⅠ =
2． 0，CⅡE /CⅠE / = 2． 0，使 t = 0． 75，υ = 2． 0，考虑分数

阶参数对各变量分布规律的影响． 根据分数阶广义

热弹性理论［4-5］，α 的取值范围一般为 0 ～ 1． 0，所

以分数阶参数取值分别为 α = 0． 25，0． 5 和 1． 0．
最后，选取三明治板复合材料不同层间热传导

系数、密度和比热容的比值 κⅡ /κⅠ = 2． 0，ρⅡ /ρⅠ =
2． 0，CⅡE /CⅠE = 2． 0，使 t = 0． 75，α = 0． 25，考虑温度

相关性参数对各变量的影响，此时，令 υ = 1，2，3．
计算所得无量纲化的温度、位移和应力沿三明治板

厚度方向的分布如图 2 ～ 图 4 所示．
图 2 显示了 t = 0． 75，υ = 2． 0，α = 0． 25 时，无

量纲化的温度、位移和应力在三明治板第Ⅱ层热传

导系数、密度和比热容变化时的分布规律． 由图 2
( a) 和( b) 可见，热传导系数、密度以及比热容的减

小，均会导致温度的增加，反之则温度减小． 热传导
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系数变化对温度分布的影响较比热容和密度变化对

温度分布的影响要小． 由图 2( c) ～ ( d) 可以看出，第

Ⅱ层热传导系数、密度和比热容发生变化时，由于中

间层的位移变化量很小，所以可以不考虑对位移的

影响． 图 2( e) ～ ( f) 显示了无量纲化应力的分布，中

间层热传导系数、密度和比热容增加时，应力幅值减

小，当热传导系数、密度和比热容减小时，则应力幅

值增加． 所得结果与文献［7-8］结论一致．

( a) κⅡ/κⅠ，ρⅡ/ρⅠ，CⅡE /CⅠE =0． 5 时温度分布 ( b) κⅡ/κⅠ，ρⅡ/ρⅠ，CⅡE /CⅠE =2． 0 时温度分布 ( c) κⅡ/κⅠ，ρⅡ/ρⅠ，CⅡE /CⅠE =0． 5 时位移分布

( d) κⅡ/κⅠ，ρⅡ/ρⅠ，CⅡE /CⅠE =2． 0 时位移分布 ( e) κⅡ/κⅠ，ρⅡ/ρⅠ，CⅡE /CⅠE =0． 5 时应力分布 ( f) κⅡ/κⅠ，ρⅡ/ρⅠ，CⅡE /CⅠE =2． 0 时应力分布

图 2 温度、位移及应力随中间层材料参数变化时的分布规律( t =0． 75，υ =2． 0，α =0． 25)

图 3 显示了第Ⅱ层材料热传导系数、密度和比

热容与第Ⅰ层区域各参数比值为 κⅡ /κⅠ = 2． 0，

ρⅡ /ρⅠ = 2． 0，CⅡE /CⅠE = 2． 0，t = 0． 75，υ = 2． 0 时无

量纲化的温度、位移、应力随分数阶参数变化的分

布规律． 图 3( a) 、( c) 为无量纲温度和应力的分布，

从图中可以看出，温度和应力幅值随分数阶参数增

大而增大． 图 3( b) 为无量纲位移的分布，随着分数

阶参数的增大，位移幅值增大，但是相对于温度和

应力，位移幅值增大幅度较小．
图 4 为第Ⅱ层材料热传导系数、密度和比热容

与第Ⅰ层区域各参数比值为 κⅡ /κⅠ = 2． 0，ρⅡ /ρⅠ

= 2． 0，CⅡE /CⅠE = 2． 0，且 t = 0． 75，α = 0． 25 时无量

纲化的温度、位移及应力随温度相关性参数变化时

的分布规律． 由图 4( a) ～ ( c) 可见，材料温度相关

( a) 温度分布 ( b) 位移分布 ( c) 应力分布

图 3 温度、位移及应力随分数阶参数 α变化时的分布规律( κⅡ /κⅠ =2． 0，ρⅡ /ρⅠ =2． 0，CⅡE /CⅠE =2． 0，t =0． 75，υ =2． 0)

( a) 温度分布 ( b) 位移分布 ( c) 应力分布

图 4 温度、位移及应力随温度相关参数 υ变化时的分布规律( κⅡ /κⅠ =2． 0，ρⅡ /ρⅠ =2． 0，CⅡE /CⅠE =2． 0，t =0． 75，α =0． 25)
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性参数对各变量的分布有较大的影响，随着温度相

关性参数的增大，温度、位移和应力的幅值均减小，

其中温度和应力的减小程度最大．

6 结语

基于分数阶广义热弹性理论，探讨了在对称热

冲击作用下，三明治板的分数阶广义热弹性问题．
计算结果表明，中间层的温度、应力随热传导系数、
密度以及比热容减小而增大，位移受到的影响较

小; 分数阶参数增大时，各变量的幅值呈现增大趋

势; 温度相关性参数的增大，会导致各变量绝对值

幅度的减小，其中温度和应力的减小幅度较大． 以

上结果对在复杂热耦合条件下工作的三明治板设

计具有指导意义．
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