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含运动副间隙的 6-RSS 并联机器人弹性动力学建模与分析 

王林军 1,2，徐 博 1，郑 敏 1，朱宗孝 1，张 东 2 

（1.兰州理工大学 机电工程学院，甘肃 兰州 730050；2.兰州理工大学 西部能源与环境研

究中心，甘肃 兰州 730050） 

 

摘 要：为了提高空间六自由度并联机器人动力学模型的精度，以 6-RSS 并联机器人(R：转

动副，S：球面副)为研究对象，提出一种将支链弹性变形和运动副间隙随机变化相结合的

动力学建模方法。首先，根据几何结构与初始状态，开展理想条件下的运动学分析。利用

数理统计原理和符号函数建立含间隙的转动副与球面副运动学模型，进而计算杆件虚长度

和各个运动副处的碰撞接触力。然后，将相关参数结合到弹性动力学模型中，建立含运动

副间隙的 6-RSS 并联机器人弹性动力学模型。最后，分析不同状态下支链弹性变形和运动

副间隙各自产生误差的原因以及两者综合产生误差的原因。结果表明：改进后的动力学建

模方法充分考虑了支链弹性变形和运动副间隙的耦合性与瞬时性，较其他动力学建模方法

更加精确。 

关键词：并联机器人；运动副间隙；广义碰撞力；弹性动力学；杆件虚长度 
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Elastic dynamics modeling and analysis for a 6-RSS parallel robot 

with joint clearance 

WANG Linjun 1 , 2 ,  XU Bo1 ,  ZHENG Min1 ,  ZHU Zongxiao 1 ,  ZHANG Dong 2  

(1.School of Electrical and Mechanical Engineering，Lanzhou University of Technology，

Lanzhou 730050，China；2.Western China Energy and Environment Research Center，

Lanzhou University of Technology，Lanzhou 730050，China) 

Abstract:In order to improve the accuracy of the dynamic model of the six-degree-of-freedom 

parallel robot in space, taking the 6-RSS parallel robot (R: rotating joint, S: spherical joint) as the 

research object, a dynamic modeling method combining the elastic deformation of the branch 

chain and the random change of the joint clearanceis proposed. Firstly, according to the geometric 

structure and initial state of the parallel robot, the kinematics analysis was carried out under ideal 

conditions. The mathematical statistics principle and symbolic function were used to establish the 

kinematic model of the revolute joint with clearance and spherical joint with clearance. And then 

the bar virtual length and the collision contact force at each joint were calculated. Secondly, com-

bining the bar virtual length, the collision contact force and the elastic dynamics model, the elastic 

                                                                 
收稿日期：2021-10-19；修订日期：2021-11-19.Received 19 Oct. 2021;accepted 19 Nov. 2021. 

基金项目：国家自然科学基金资助项目（51806093）；甘肃省自然科学基金资助项目（18JR3RA141） 

Foundation items：Project Supported by the National Natural Science Foundation, China （No.51806093）,and the Natural 

Science Foundation of Gansu Province, China（No.18JR3RA141）. 

网络首发时间：2021-12-29 19:16:55
网络首发地址：https://kns.cnki.net/kcms/detail/11.5946.tp.20211228.1404.018.html



2 

dynamics model of the 6-RSS parallel robot with joint clearance was established. Finally, the 

reasons for the errors of the elastic deformation of the branch chain and the joint clearance under 

different conditions and the reasons for the combined errors of the two were analyzed. The results 

show that the improved dynamic modeling method fully considers the coupling and instantaneity 

of the elastic deformation of the branch chain and the joint clearance, and is more accurate than 

other dynamic modeling methods.  

Keywords：parallel robot; joint clearance; generalized collision force; elastic dynamics; bar virtual 

length 

0  引言 

运动副是并联机器人的重要组成部分。通常，在并联机器人的动态分析中，假设它们是理想的。

然而，由于加工误差、装配误差、载荷变形等诸多不确定因素的影响，实际运动副中磨损、变形以

及铰链间隙[1, 2]是不可避免的。间隙的存在会引起一些意想不到的动态响应，甚至影响系统的动态性

能和可靠性。因此，有必要开展含运动副间隙的并联机器人动力学研究。 

为了减小间隙模型的计算量，许多研究人员基于经典的曲柄滑块机构建立机械系统的间隙模型

[3, 4]。Chen 等[5]结合多体动力学理论和非线性接触理论，提出了带间隙曲柄滑块机构动力学分析的计

算方法。虽然这些研究建立了转动副的间隙模型，但由于研究中一般仅考虑了转动副的间隙忽略了

其他运动副的间隙，具有较大的局限性。因此，一些学者在单个转动副间隙模型的基础上通过约束

关系建立了多运动副间隙模型[6-9]，提高了机械系统的精度。并且随着运动副间隙研究的深入，许多

学者突破了维度与运动副类型的限制，建立了不同运动副的空间间隙模型[10-12]，进而优化系统的间

隙模型。陈修龙等[13]基于 4-UPS-RPU 并联机构开展含球面副间隙的动力学研究，分析球面副间隙对

加速度与碰撞力的影响。朱景原等[14]借助 Flores 接触力模型与 Coulomb 摩擦模型研究了关节间隙对

并联机构动态特性的影响。Jiang 等[15]以含间隙运动副的最小接触力为目标函数，利用遗传算法对多

连杆机构的多目标优化设计进行了研究。孔骏成等[16]基于 2-RPaRSS 并联机构，开展了不同种类运

动副的间隙误差补偿研究。 

基于以上认识可知，目前并联机器人的动力学建模方法主要集中在刚体动力学，对于综合分析

运动副间隙随机变化与支链弹性变形的动力学研究依然匮乏。因此，本文利用数理统计原理与符号

函数模拟实际运动副的间隙变化和局部作用力，建立各个运动副的间隙模型。最后，通过杆件虚长

度将运动副间隙模型结合到系统弹性动力学模型中，建立了考虑运动副间隙的 6-RSS 并联机器人弹

性动力学模型。通过分析运动副间隙与支链弹性变形引起的误差，可知改进后的动力学建模方法有

效的提高了并联机器人动力学模型的精度。 
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1 运动学建模与分析 

1.1 理想条件下的运动学建模 

图 1 为 6-RSS 并联机器人的简图，系统中各个支链结构相同分别通过转动副 Ai、球面副 Bi 与静

平台和动平台相连，并且各个支链中驱动臂与从动臂通过球面副 Ci 相连。 

在静平台 A1A2A3A4A5A6上建立静坐标系 O-XYZ，动平台 B1B2B3B4B5B6上建立动坐标系 op-xyz。

驱动臂 iiCA 的分布角为 i ， i 是 iOA 与 X 轴正方向之间的夹角； i 为驱动臂的输入角度； i 为动

平台上球面副的分布角， i 为 ip Bo 与 x 轴的夹角；驱动臂的长度为 Lac，从动臂的长度为 Lcb。转动

副的分布圆半径为 R1，动平台 B1B2B3B4B5B6 上球面副的分布圆半径为 R2。 
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图 1 6-RSS 并联机器人简图 

基于该并联机器人的结构特征，动坐标系 po -xyz 在静坐标系 O-XYZ 中的位置可以用 po 表示，

T

pppp zyxo ][ 。动坐标系 po -xyz 相对于静坐标系 O-XYZ 的姿态变换矩阵可表示为： 
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cccss

sscscsssccsc

cscsscsssccc

R  (1) 

式中：s、c 是 sin、cos 函数的简化表示。 

旋转关节 iA 在静坐标系 O-XYZ 中的坐标可以用 ia 表示，
T

iii Ra ]0sincos[1  。因此，

球面副 iC 在静坐标系 O-XYZ 中的位置矢量可以表示为： 

iiii amkc   (2) 

式中：
T

iiaci Lm ]sin0cos[  ； iu 表示运动副的安装角； ik 表示支链安装矩阵，
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球面副 iB 在静坐标系 O-XYZ 中的位置矢量可以表示为： 

pii oRnb  *
 (3) 

式中：
*

i
n 表示 iB 点在动坐标系 po -xyz 下的位置矢量，

T

iii Rn ]0sincos[2

*  。 

基于闭环矢量法 6-RSS 并联机器人的运动学方程可以表示为： 

    )6,,2,1(    2  ibcbcL ii

T

iicb
 (4) 

基于上述运动学模型可知，在理想条件下 6-RSS 并联机器人通过控制 6 个转动副驱动完成生产

任务。运动副与支链的变化会对并联机器人的性能产生重要影响。 

1.2 含间隙的运动副结构描述 

在 6-RSS 并联机器人中存在转动副和球面副两种类型的运动副。虽然同时分析各个运动副处的

间隙更好的体现了运动副间隙对该并联机器人动态特性的影响，但也加大了系统间隙模型的复杂程

度。因此，为了减小系统运动学与动力学分析的计算量需要对系统中的运动副间隙模型进行适当的

简化： 

(1)不考虑转动副中轴倾斜时与轴套间的点接触状况。 

(2)在分析球面副间隙时只考虑因间隙产生的径向误差。 

(3)定义转动副处的间隙矢量服从正态分布，球面副处的间隙矢量服从均匀分布。 

(4)定义运动副处的误差为微小误差，不影响并联机器人的正常运动。 

2 含运动副间隙的并联机器人运动学模型 

6-RSS 并联机器人由多条支链通过运动副连接而成，并且在实际加工和装配过程中存在误差，

这些因素必然会导致运动副处产生间隙。因此为了提高系统的精度，基于数理统计原理与符号函数

模拟并联机器人运行过程中运动副间隙的变化。 

2.1 运动副坐标系 

如图 2 所示，为了描述转动副间隙与系统运动状态间的关系，建立转动副坐标系 C- ccc zyx 。其

中 cx 轴方向沿着驱动臂轴线指向球面副 Ci 方向， cz 轴方向与转动副的轴线方向保持一直， cy 轴方
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向通过右手定则判断。 ar 与 aR 分别为轴和轴套的半径，
'C 、C 表示轴与轴套的几何中心； aC 表示

轴套端面中心点； 1d 表示轴与轴套中心点连线与 cx 轴的夹角。 re 、 ae 分别表示轴与轴套相互碰撞

时，径向和轴向的间隙矢量。 

yc

xc

C
θd1

Ra

ra

C 
er Ca

ua ea zc

 

图 2 转动副坐标示意图 

理想状态下球面副有 3 个转动自由度，当其存在间隙时球体与球套中心不再重合，球体可以在

球套内自由运动，自由度的个数变为 6。如图 3 所示，含间隙的球面副中 s 是球套的几何中心，e 为

球体的几何中心。 sR 为球套的半径， eR 为球体的半径。设接触面的间隙矢量 se 与 z 轴的夹角为 d1 ，

se 在 xsy 面的投影与 x 轴的夹角为 2d 。 

z

y

x

x

y

z s

e

es

ηd1ηd2

球套

球体

 

图 3 球面副坐标示意图 

2.2 转动副径向间隙 

根据图 2 可知转动副的径向间隙矢量为 re ，但在 6-RSS 并联机器人运行过程中 re 会发生随机变

化。因此，为了反映并联机器人运动过程中转动副间隙矢量的变化规律，定义径向间隙矢量 re 的概

率密度函数 ),( ccr yxf 形式如下所示： 














其他                      0

0),(
222

)
2

( 2

22

r

   
σ

μyx

rccr
δyxeKyxf

cc

cc

 (5) 
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式中： cc yx   , 为转动副间隙坐标，mm； aar rR  为轴与轴套最大径向间隙，mm； 
2

1
rK ；

μ、σ 为正态分布参数。 

由式(5)可知轴与轴套间任意时刻的径向间隙矢量𝑒𝑟。结合轴与轴套间的最大径向间隙 r 可得碰

撞接触时的径向变形量为 rrer   。 

















轴与轴套发生碰撞

始分离轴与轴套开始接触或开

运行轴与轴套未接触，自由

  0

  0

  0









r

r

r

r  (6) 

2.3 转动副轴向间隙 

为便于建立系统整体的关节间隙模型，仅考虑轴与轴套平行时沿轴线方向的间隙。轴向间隙矢

量 ae 的概率密度函数 )( ca zf 形式如下： 












其他                0

0)(
22

)
2

( 2

a

   
σ

μz

a
ca

δzeKzf c

c

 (7) 

式中： cz 为转动副间隙坐标，mm； a 表示轴与轴套间的最大轴向间隙，mm； 
2

1
aK 。 

由式(7)可知轴与轴套间任意时刻的轴向间隙矢量 ae 。结合轴与轴套间的最大轴向间隙 a 可得

碰撞接触时的轴向变形量为 aaea   。 

















轴与轴套发生碰撞

始分离轴与轴套开始接触或开

运行轴与轴套未接触，自由

  0

  0

  0









a

a

a

a  (8) 

2.4 球面副径向间隙 

为了模拟运动副间隙的随机性引入随机函数 rand(1)，同时设球面副径向间隙矢量 se 服从以 1d

和 2d 为参数的二维均匀分布。 












其他                        0

20,0    
2),(

212
21


 dd

s

dd

k

f  (9) 
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式中： sk 为球面副间隙动态修正系数， )1(randks  ； )1(1 randd   ； )1(22 randd   。 

球面副的最大间隙 ess RR  ，mm。由(9)式可以获得任意时刻的球面副间隙矢量 se ，因此球

体与球套接触时的变形量为 sses   。 

















轴与轴套发生碰撞

始分离轴与轴套开始接触或开

运行轴与轴套未接触，自由

  0

  0

  0









s

s

s

s  (10) 

3 含运动副间隙的支链运动学模型 

如图 4 所示，静平台与驱动臂通过转动副相连，通过分析可知转动副的径向运动被限制在半径

为 re 的圆形区域内，图中虚线为驱动臂上任意一点
*N 点的理想运动轨迹，在转动副坐标系下，该

点的实时坐标为： 











)sin()sin(

)cos()cos(

21

21

*

*

dacdrN

dacdrN

ley

lex




 (11) 

式中： acl 为轴中心到
*N 的距离； )1(21 randd   ； 2d 为驱动杆在系统坐标系下的相对转动角度。 

同理，
*N 点的轴向坐标为： 

arN
ezz *  (12) 

式中： rz 为考虑运动副间隙时点
*N 在运动副坐标系中的坐标值。 

由式(11)、(12)可以得到考虑转动副间隙时驱动臂上任意一点在转动副坐标系中的坐标为

T

NNNN
zyxC ][ ****  。 

er

er

 

图 4 转动副径向间隙跳动区域 

从动臂两端通过球面副与驱动臂和动平台相连，如图 5 所示球面副的运动被限制在半径为 se 的

球体区域内。球体质心 e 在球面副坐标系中的实时坐标可以表示为： 
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













)cos(

)sin()sin(

)cos()sin(

1

21

21

dse

ddse

ddse

ez

ey

ex







 (13) 

z

x

yer

er

 

图 5 球面副间隙跳动区域 

4 含间隙的运动副碰撞接触模型 

基于上述分析可知在 6-RSS 并联机器人中存在转动副与球面副，因此需要分别建立转动副与球

面副的接触力模型。并且由于间隙较小，仅考虑各个运动副在运动过程中产生的碰撞力与摩擦力。 

4.1 含间隙的转动副接碰撞触模型 

当转动副存在间隙时，间隙的大小和方向会随时间不断变化，最终导致转动副处的轴与轴套不

断发生碰撞接触。其碰撞接触模型如图 6 所示。 

z

x

y

rr

ra

r1
r2

Or

Oa

P

Q

raa

Oa ra2 ra1 na

nr

tr

er

 

图 6 转动副碰撞接触模型 

轴与轴套发生碰撞时的接触点在图 6 中分别表示为Q 、P ，系统坐标系下两点的位移矢量分别

表示为 1r 、 2r 。 









ara

arr

rnrr

Rnrr

2

1
 (14) 

式中： rn 表示沿 PQ 方向的法向矢量。 

将式(14)对时间求导，可得轴与轴套径向碰撞接触时的法向与切向速度矢量分别为： 
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









nr

T

r

rr

T

nr

vrrv

nnrrv

-)(

])[(

21

21







 (15) 

同理可得轴线方向上轴与轴套间的相对接触速度为： 











na

T

aaa

aa

T

aana

vrrv

nnrrv

-)(

])[(

21

21







 (16) 

在 6-RSS 并联机器人的运行过程中由于运动副处存在间隙，可能导致轴与轴套或球体与球套间

发生碰撞引起系统不良振动，对系统的性能造成不利的影响。因此，在分析时不能忽略由于运动副

间隙产生的能量损失，宜采用高恢复系数、能量碰撞损失少的 Lankarani-Nikravesh 碰撞力模型，更

加接近实际情况。 

]
4

)1(3
1[

1

2

c

cn

NN KF



 


  (17) 

outin

outin

outininoutoutin

outin
N

RR

RR

uEuEEE

EE
K




)]([3

4
22

 

式中： NF 为接触力，N； 为接触变形量，mm； c
 为相对接触速度，mm/s； 1c

 为初始接触速度，

mm/s；n 为接触非线性指数，对于金属表面设定为 1.5；ξ 为恢复系数，设定为 0.9； inu 、 outu 分别

为轴与轴套的泊松比； inE 、 outE 分别表示轴与轴套的弹性模量，N/mm2； inR 、 outR 分别表示轴与

轴套的接触半径，mm； NK 为接触刚度系数；定义 c 表示轴与轴套材料的密度，kg/m3，初始碰撞

速度
c

c

E


 5

1 10 。 

为了描述转动副间隙碰撞过程中产生的摩擦力和速度相对较低时出现的粘滞现象，采用修正的

Coulomb 摩擦模型。 

tNddt vFcF   (18) 
























1

10

01

0

0

              1

    

             0

vv

vvv
vv

vv

vv

c

t

t
t

t

d
 

式中： d 为滑动摩擦因数； dc 为动态修正系数； tv 为切向速度； 0v 、 1v 为给定速度界限。 

因此运动副的碰撞力矢量可表示为： 
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tNcc FFF   (19) 

4.2 含间隙的球面副碰撞接触模型 

球面副的碰撞接触模型如 7 所示。在图中 m、n 为球体与球套接触时的碰撞点，其在系统坐标

系下的位置矢量分别为 mr 、 nr 。 









sssn

esem

Rnrr

Rnrr
 (20) 

z

y

x

球套

球体
rs

rn

re

rm

s

es

e

n

m

ns

τs

 

图 7  球面副碰撞接触模型 

将式(20)两端对时间求导，可得球体与球套碰撞接触时的法向与切向速度矢量分别为： 











ns

T

nms

ss

T

nmns

vrrv

nnrrv

-)[(

])[(







 (21) 

由于球面副可以等效转化为三个相互正交的转动副，因此选择球面副的碰撞接触力模型与转动

副的碰撞接触力模型相同。 

5 含运动副间隙的弹性动力学模型 

5.1 单元坐标系中支链弹性动力学模型 

在 6-RSS 并联机器人的运行过程中，转动副、静平台以及动平台使用刚度较大的材料制成，而

主动臂与从动臂由于使用了轻质材料容易产生振动进而导致变形。因此，在开展 6-RSS 并联机器人

的弹性动力学建模时，不考虑转动副、静平台和动平台的变形。并且为了方便建立系统的数学模型，

将系统拆分为驱动臂弹性子系统、从动臂弹性子系统以及动平台刚性子系统。根据图 1 中 6-RSS 并

联机器人构件的形状，选择矩形定截面空间柔性梁单元作为驱动臂 iiCA 的梁单元模型，选择环形定

截面空间柔性梁单元作为从动臂 iiBC 的梁单元模型。将驱动臂 iiCA 视为空间悬臂梁，则节点 iA 处

的弹性位移与转角均为 0。节点 iB ， iC 处为球面副，这里将球面副等效为三个相互正交的转动副，
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则节点 iB ， iC 处的曲率为 0。因此驱动臂 iiCA 的广义坐标为 9 个，从动臂 iiBC 的广义坐标为 12 个。

驱动臂与从动臂的空间梁单元有限元模型见图 8。 

z
y

xδ1

δ2

δ3

δ7
δ4

δ8

δ5

δ9

δ6

A C

 

(a)  驱动臂矩形定截面空间柔性梁单元 

z
y

x
δ13

δ10

δ11

δ12

δ15
δ14

δ16

δ17

δ18

δ19

δ20

δ21

C B

 

(b)  从动臂环形定截面空间柔性梁单元 

图 8 驱动、从动臂空间梁单元有限元模型 

经分析可以分别得到驱动臂与从动臂的弹性动力学方程为： 

11111 i

e

ii

e

ii

e FKM    (22) 

22222 i

e

ii

e

ii

e FKM    (23) 

式中： 1i 、 2i 分别为第 i 条支链的驱动臂与从动臂。
1i 、

2i 分别为驱动臂与从动臂的单元广义坐

标。
991 RM i

e ，
991 RK i

e ，
191 RF i

e ；
12122 RM i

e ，
12122 RK i

e ，
1122 RF i

e 。 

将式(22)与(23)通过运动副约束条件组合可得支链的弹性动力学方程为： 

i

e

ii

e

ii

e FKM    (24) 

式中：
121

2121 ],,,[  RT

iii

i   ；
2121RM i

e ；
2121RK i

e ；
121RF i

e 。 

5.2 系统坐标系中支链弹性动力学建模 

由于 6-RSS 并联机器人的各个支链结构相同，因此为便于分析以任意挑选一条支链 i 开展研究，

其在系统广义坐标下的模型如图 9 所示。 

z

y

x

u1

u2

u3

u4
u5

u6

u7

u8

u9 z

y
x

u10
u11

u12

u13 u14

u15

u16 u17

u18

Ai

Ci

Bi

y

z

x  

图 9 支链的系统广义坐标模型 
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设系统坐标系O -XYZ 到单元坐标系 iA - xyz， iC - xyz的姿态变换矩阵分别为 1iR ， 2iR ，则单

元坐标系与系统坐标系间的广义坐标、广义速度以及广义加速度转换关系为： 















iiiiiii

iiiii

iii

UBUBUB

UBUB

UB





2





 (25) 

式中：
1818RBi 为支链 i 的单元广义坐标与系统广义坐标之间的姿态变换矩阵；

118Ri 为支链

的单元广义坐标；
118RU i 为支链的系统广义坐标。 

将式(25)代入(24)中即可得到系统坐标系下任意支链𝑖的弹性动力学方程为： 

i

i

i

ii

i FUKUCUM i   *
 (26) 

式中：
1818RM i
，为支链 i 的质量矩阵 i

i

e

T

i

i BMBM  ；
1818* RCi ，为支链 i 的阻尼矩阵

i

i

e

T

ii BMBC 2*  ；
1818RK i
为支链 i 的刚度矩阵 i

i

e

T

ii

i

e

T

i

i BKBBMBK   。 

5.3 6-RSS 并联机器人弹性动力学建模 

5.3.1 运动学与动力学约束 

综合分析 6-RSS 并联机器人的运动特性，设
TuuuuuuU ],,,,,[ 6543210  为由各个支链弹性变形

引起的动平台的弹性位移，
T

BiBiBiBi zyxU ],,[ 为支链 iii BCA 中球面副中心点 iB 处的弹性位移。则

在系统坐标系下动平台的运动学约束可以表示为： 

0UJU iBi   (27) 

式中： iJ 为位移协调矩阵，



















0-100

0-010

-0001

BiBi

BiBi

BiBi

i

xy

xz

yz

J 。 

基于 Newton-Euler 方程，可得系统坐标系下动平台子系统的动力学约束方程为： 

rUMFfUM 00000
   (28) 

式中： 0M 为动平台的质量矩阵； 0f 为支链作用于动平台的广义力列阵； 0F 为动平台所受外力的广

义力列阵； rU 0
 为动平台刚体加速度列阵。 

5.3.2 系统弹性动力学模型 
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取系统广义坐标
*

iU ，则由式(27)可得： 

*

iii URU   (29) 

式中：
T

iiii uuuU ],,[ 1821  ，
T

iiiiii uuuuuuuuuuuuU
i

121],,,,,,,,,,,,[ 6543211817161221

*
  ；𝑅𝑖为坐标

系协调矩阵，
























0][0

][00

00][

33

63

1212

I

J

I

R ii 。 

将式(29)代入式(26)中，则任意支链𝑖的弹性动力学方程可以表示为： 

iiiiiii FUKUCUM  ***   (30) 

式中： i

iT

ii RMRM  ，
2121RM i ； ii

T

ii RCRC * ，
2121RCi ； i

iT

ii RKRK  ，
2121RK i ；

iT

ii FRF  ，
121 RFi 。 

通过式(29)、(30)将动平台与各个支链的动力学方程装配到一起可得系统弹性动力学方程为： 

FKUUCUM   *
 (31) 

式中：
9696RM 为组成系统的 6 条支链全部柔性化时的总质量矩阵；

9696RK 为系统总刚

度 矩 阵 ,
9696* RC 为 阻 尼 矩 阵 ；

196RF 为 系 统 所 受 的 广 义 力 列 阵 ；

TTTTTTTT UUUUUUUU ],,,,,,[ 0654321 。 

通过瑞丽系数引入阻尼后系统的弹性动力学方程为： 

FKUUCUM    (32) 

式中：C 表示系统的阻尼矩阵， KMCC 21

*   。 

5.4 含运动副间隙的系统弹性动力学建模 

由于运动副存在间隙，6-RSS 并联机器人各支链的杆件长度随着并联机器人的运动不断发生变

化。为了方便分析，将由运动副间隙产生的杆件虚长度沿着支链各个杆件的轴线进行投影，得到主

动臂与从动臂的实际长度。 

基于上述分析可知 6-RSS 并联机器人的运动副中存在间隙会导致驱动臂与从动臂的长度发生变

化。定义引起其杆长微小变化的那一部分长度为杆件虚长度 l 。 

lll c   (33) 



14 

式中： cl 表示考虑运动副间隙的实际杆长，l 表示不考虑间隙时的杆件长度。 

定义 lM 为杆件的总质量矩阵，按照等质量原则将杆件的质量平均分配到加上虚长度的杆件上，

则杆件的密度矩阵
Al

M
t

c

l
i )( 。 

将式(19)、(33)和 )(ti 代入式(32)中，可得包含运动副间隙的弹性动力学方程。 

ccccccc FUKUCUM    (34) 

式中： cM 、 cC 和 cK 分别为考虑运动副间隙时的系统总质量矩阵、总阻尼矩阵和总刚度矩阵。 cU 、

cU 和 cU 分别表示考虑运动副间隙时的弹性加速度、弹性速度和弹性位移； cF 为包含间隙碰撞接触

力的广义力列阵。 

6 数值分析 

为了分析支链弹性变形和运动副间隙随机变化分别对并联机器人性能的影响以及两者间的耦合

性，基于相同的轨迹计算不同状态下动力学方程。 

由于上述研究得到的动力学方程是一个系数复杂的微分方程，综合考虑各种方法的优缺点，本

文采用满足一定条件时无条件稳定、误差小的 Newmark 法对(46)式进行求解。分析支链弹性变形对

系统动态特性的影响。仿真轨迹如下所示： 




























0

)2sin(20

)2sin(20

)2sin(80

)2sin(50

3

2

1

0

0

0

n

tn

tn

tzZ

tyY

xX









 (35) 

式中： 0x 、 0y 和 0z 为动平台的质心 po 在系统坐标系下的初始坐标值。 

首先基于式(4)与式(35)开展运动学分析，为后续动力学计算提供必要的运动学参数。然后通过

计算不同最大运动副间隙下系统的综合动力学方程式(34)，分析支链弹性变形与运动副间隙对并联机

器人动态特性的影响。最后对比刚性条件下的位移、速度以及加速度轨迹与式(32)和式(34)数值计算

得到的相应结果，分析支链弹性变形与运动副间隙对并联机器人动态特性的综合影响。 

在表 1 中给出了 6-RSS 并联机器人各个子系统的转动惯量；表 2 中给出了并联机器人中各个运

动副的最大间隙值；表 3 中给出了系统数值计算参数。 
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表 1 构件转动惯量 

构件 Jxx/(kgm2) Jyy/(kgm2) Jzz/(kgm2) 

AiCi 0.10×10-3 3.02×10-3 3.02×10-3 

CiBi 4.58×10-3 11.00×10-3 11.00×10-3 

动平台 2.73×10-3 2.73×10-3 5.42×10-3 

表 2 6-RSS 并联机器人的最大运动副间隙 

项目 转动副 Ai 球面副 Ci 球面副 Bi 

径向间/mm 0.25、0.50 0.25、0.50 0.25、0.50 

轴向间/mm 0.25、0.50 - - 

表 3  6-RSS 并联机器人计算参数 

参数名称 值 参数名称 值 

材料 铝合金 支链密度/(kg·m-3) 2700 

抗压弹性模量Ｅ/GPa 70 剪切弹性模量Ｇ/GPa 26.5 

驱动臂 Lac/mm 216 从动臂 Lcb/mm 500 

弹性构件 AiCi 矩形截面尺寸宽/mm 40 弹性构件 AiCi 矩形截面尺寸高/mm 20 

弹性构件 CiBi 的外径 D/mm 25 弹性构件 CiBi 的内径 d/mm 10 

静平台外接圆半径 R1/mm 145.27 动平台外接圆半径 R2/mm 64 

Rayleigh 阻尼系数 λ1 2.0×10-3 Rayleigh 阻尼系数 λ2 3.0×10-4 

仿真时间Ｔ/s 2 时间间隔△t/s 0.001 

动平台的质量 m/kg 1.366 动平台质心初始坐标 (0,0,-387) 

图 10 给出了 6-RSS 并联机器人弹性动力学模型的求解过程。 
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图 10  含运动副间隙的并联机器人数值分析过程 

图 11、图 12 分别表示运动副最大间隙为 0.25mm 和 0.5mm 时的含间隙弹性位移、弹性位移以

及理想的刚性位移间的对比。通过对比发现，仅考虑支链弹性变形时动平台质心处的线位移与角位

移均在在理想的刚性位移上下来回波动。并且由于各个支链间的耦合性，使得动平台沿 X 方向产生

了弹性线位移误差、绕 Z 方向产生了弹性角位移误差。 

对比图 11 和图 12 中含间隙的弹性曲线和弹性曲线可知，两类位移曲线大致趋势相同但不完全

重合，并且在局部区域存在突变。位移曲线出现突变是因为在建立运动副间隙模型时采用了数理统
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计原理和符号函数模拟实际运动中间隙的变化情况，使得运动副间隙矢量的大小在最大运动副间隙

下随机变化，运动副间隙方向在转动范围内随机变化。最终导致动平台的输出运动特性曲线出现局

部的突变。 

对比图 11 和图 12 中含间隙的弹性位移曲线可知，当运动副间隙为 0.25mm 时，由于运动副间

隙与支链弹性变形使得动平台沿 X、Y、Z 方向的线位移耦合误差最大值分别达到 0.0104mm、

0.0129mm、0.0047mm。当运动副间隙为 0.5mm 时误差最大值分别为 0.0204mm、0.0172mm、0.0077mm。

支链弹性变形与运动副间隙对于角位移的影响处于 10-5 数量级在分析时可以忽略。随着运动副最大

间隙的增加，并联机器人的位移误差也在不断增加。 

   

(a)  沿 X 方向的线位移 (b)沿 Y 方向的线位移 (c)  沿 Z 方向的线位移 

   

(d)  绕 X 方向的角位移 (e)  绕 Y 方向的角位移 (f)  绕 Z 方向的角位移 

图 11 运动副间隙 δr=δa=δs=0.25mm 时动平台质心处的位移变化 

   

(a) 沿 X 方向的线位移 (b) 沿 Y 方向的线位移 (c) 沿 Z 方向的线位移 
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(d) 绕 X 方向的角位移 (e) 绕 Y 方向的角位移 (f) 绕 Z 方向的角位移 

图 12 运动副间隙 δr=δa=δs=0.5mm 时动平台质心处的位移变化 

由图 13 和图 14 可知，在并联机器人运行过程中，速度误差相对于位移误差在数量级上至少扩

大了 50 倍，动平台质心处的速度曲线有了明显的波动。运动副间隙为 0.25mm 时 X、Y、Z 方向的

线速度误差均值达到 1.4934mm/s、1.0358mm/s、6.1585mm/s；角速度误差尽管相对角位移误差有了

明显的波动但依然处于 10-3 数量级在分析时可以忽略。当运动副间隙为 0.5mm 时的速度曲线相对于

间隙为 0.25mm 时的速度曲线，幅值有了明显的增加。产生这些变化的主要原因是运动副间隙的随

机变化引起系统中各运动副处不断发生高频冲击破坏了并联机器人的稳定性，最终导致速度曲线出

现较为明显的误差。 

   

(a)  沿 X 方向的线速度 (b)沿 Y 方向的线速度 (c)  沿 Z 方向的线速度 

   

(d)  绕 X 方向的角速度 (e)  绕 Y 方向的角速度 (f)  绕 Z 方向的角速度 

图 13 运动副间隙 δr=δa=δs=0.25mm 时动平台质心处的速度变化 
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(a) 沿 X 方向的线速度 (b) 沿 Y 方向的线速度 (c)沿 Z 方向的线速度 

   

(d) 绕 X 方向的角速度 (e) 绕 Y 方向的角速度 (f) 绕 Z 方向的角速度 

图 14 运动副间隙 δr=δa=δs=0.5mm 时动平台质心处的速度变化 

由图 15 和图 16 可知，运动副最大间隙为 0.25mm 时并联机器人动平台在 X、Y、Z 方向的加速

度误差最大值达到了 524.398mm/s2、1087.200mm/s2、2881.300mm/s2、8.414rad/s2、2.889rad/s2、

23.000rad/s2，数据表明线加速度误差对于运动副间隙的变化比较敏感，角加速度误差尽管较小但不

可忽略。并且随着运动副最大间隙的增加，加速度误差现大幅度的提升，局部突变更加明显。 

运动副间隙的随机变化导致运动副处产生了碰撞接触力，破坏了系统的精度与稳定性。同时运

动副间隙处的碰撞接触力与支链的弹性振动相互耦合，加剧了支链的弹性振动，进一步增大了系统

的误差。 

   

(a)沿 X 方向的线加速度 (b)沿 Y 方向的线加速度 (c) 沿 Z 方向的线加速度 
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(d)绕 X 方向的角加速度 (e)绕 Y 方向的角加速度 (f) 绕 Z 方向的角加速度 

图 15 运动副间隙 δr=δa=δs=0.25mm 时动平台质心处的加速度变化 

   

(a)沿 X 方向的线加速度 (b) 沿 Y 方向的线加速度 (c)沿 Z 方向的线加速度 

   

(d)绕 X 方向的角加速度 (e)绕 Y 方向的角加速度 (f) 绕 Z 方向的角加速度 

图 16 运动副间隙 δr=δa=δs=0.5mm 时动平台质心处的加速度变化 

7 结束语 

(1) 本文基于空间单元梁模型，运用有限元理论与 Lagrange 方程开展 6-RSS 并联机器人的弹性

动力学建模。建模时不仅考虑了瞬时的弹性线位移误差还考虑了瞬时的弹性角位移误差对系统的影

响，提高了弹性动力学模型的精度。因为运动副间隙的变化具有随机性，为了还原真实的运动情况

采用数理统计原理与符号函数克服这一缺陷。最后将各个运动副的间隙模型、Lankarani-Nikravesh

接触力模型以及修正的 Coulomb 摩擦力模型结合到系统的弹性动力学模型中，建立了含运动副间隙

的弹性动力学模型。通过改进得到的动力学模型更加真实地描述了系统的动力学特性，为提高并联机

构的控制精度研究提供理论支持。 

(2)在 6-RSS 并联机器人运行过程中由于运动副间隙的存在，使得运动副处产生碰撞接触力，严
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重破坏了系统的稳定性，加剧了系统构件的磨损。导致并联机器人动平台的运动输出特性产生较大

的误差。并且随着运动副间隙的增加局部碰撞更加剧烈，由此产生的局部作用力更加明显。进而加

剧了支链的弹性变形。同时支链的弹性形变形会导致运动副间隙矢量随机变化。两者相互影响降低

了系统的精度与稳定性。因此在建立并联机器人动力学模型时有必要考虑支链弹性变形与运动副间

隙的影响。 
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