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　　摘　要：将压电悬臂梁系统离散化的状态空间 方 程 作 为 预 测 模 型，设 计 了 预 测 函 数 控 制 器。采 用 电 桥 电 路 法

分离出压电自感知执行器的感知信号，经过预测函数控 制 器 处 理 后 输 出 的 控 制 信 号 作 用 于 自 感 知 执 行 器，产 生 相

应的执行力来抑制悬臂梁的振动，从而达到振动控 制 的 目 的。仿 真 结 果 表 明，所 设 计 的 振 动 控 制 系 统 对 柔 性 悬 臂

梁振动抑制是非常有效的。
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０　引言

由于柔性悬臂梁结构自身具有扰度高、阻尼低

的特性，当受到外扰时，会产生激烈且持续的振动，
影响了结构的性能，因此对柔性结构的振动控制是

必要的。在柔性结构振动控制系统中，实现主动振

动控制需要有传感、控制、执行单元作为结构的外属

部分，这样势必造成系统整体结构的庞大，附加质量

大影响了结构的本身特性；同时，传统方法使用独立

的传感器、执行器很难做到同位配置，对设计和工艺

提出了更高要求［１－２］。在众多的智能材料中，压电材

料以其特有的正、逆压电效应在结构振动控制中得

到了广泛应用。压电自感知执行器作为执行器的同

时又可作为传感器，具有结构体积小，可实现同位配

置等优点［３－４］。本文将一片压电片作 为 自 感 知 执 行

器，采用电桥电路法，设计了柔性悬臂梁振动控制系

统。

１　压电元件的物理模型

Ｄｏｓｃｈ等提出 的 压 电 元 件 等 效 模 型 如 图１所

示，其中Ｖｐ 为压电片受到应力时产生的感应电压，

Ｃｐ 为等效电容。采用电桥电路的信号分离方法［５］，
如图２所示，将 压 电 自 感 知 执 行 器 做 一 个 桥 臂，Ｃｒ
为参考 电 容，Ｃ１、Ｃ２ 为 串 联 容 抗，Ｖｃ 为 控 制 电 压。
电桥输出电压为

Ｖｓ＝
Ｃｐ

Ｃ１＋Ｃｐ
－ Ｃｒ
Ｃ２＋Ｃ（ ）ｒ Ｖｃ－ Ｃｐ

Ｃ１＋Ｃｐ
Ｖｐ （１）

电桥平衡条件为Ｃ１Ｃｒ＝Ｃ２Ｃｐ，此 时Ｖｓ 正 比 于

Ｖｐ，即

Ｖｓ＝－［Ｃｐ／（Ｃ１＋Ｃｐ）］Ｖｐ （２）
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２　压电悬臂梁系统建模

压电悬臂梁模型如图３所示，梁的弹性模量为

Ｅ，抗弯截面 模 量 为Ｉ，密 度 为ρ，长 度 为Ｌ，宽 度 为

ｂｂ，厚度为ｔｂ，横 截 面 积 为Ｓ，压 电 片 的 弹 性 模 量 为

Ｅｐ，厚度为ｔｐ，长度 为ｌｐ，压 电 应 力 常 数 为ｅ３１，压 电

常数为ｄ３１，压电传感器的等效电容为Ｃｐ。

根据振动理论，悬臂梁的横向振动偏微分方程

为

ＥＩ
４ω（ｘ，ｔ）
ｘ４

＋ρＳ
２ω（ｘ，ｔ）
ｔ２

＝ＦＶｃ［ｈ（ｘ－ｘ２）－

　　ｈ（ｘ－ｘ１）］ （３）

式中：Ｆ＝１２ｂｂｄ３１Ｅｐ
（ｔｂ＋ｔｐ）；ω（ｘ，ｔ）为悬臂梁的扰

度；ｈ（ｘ）为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ阶 跃 函 数；Ｖｃ 为 控 制 输 入 电

压。
利用正压电效应，压电片上由于形变引起的电

压为

Ｖｐ＝
ｂｂｅ３１ｔｐ
２Ｃｐ

［ω′（ｘ２）－ω′（ｘ１）］ （４）

由分离原理可知，梁的扰度为

ω（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１
Φｉ（ｘ）ηｉ（ｔ） （５）

式中：ηｉ（ｔ）为模态坐标；Φｉ（ｘ）为关于质量归一化的

正交模态函数。
模态坐标下梁的振动平衡方程可写成

η̈ｉ（ｔ）＋２ξｉωｉηｉ（ｔ）＋ω
２
ｉηｉ（ｔ）＝ＢｉＶｃ（ｔ） （６）

其中

Ｂｉ＝１２ｂｐｄ３１Ｅｐ
（ｔｂ＋ｔｐ）［Φ′ｉ（ｘ２）－Φ′ｉ（ｘ１）］（７）

式中：ξｉ 为第ｉ阶模态阻尼比；ωｉ 为第ｉ阶模态固有

频率；Φ′ｉ（ｘ）为振型函数对ｘ的１阶导数。

将式（５）代入式（４）有

Ｖｐ＝∑
∞

ｉ＝１
ｂｂｅ３１

ｔｐ
２
［Φ′ｉ（ｘ２）－Φ′ｉ（ｘ１）］ηｉ（ｔ） （８）

令

︵Ｃｉ＝
ｂｂｅ３１ｔｐ
２

［Φ′ｉ（ｘ２）－Φ′ｉ（ｘ１）］ （９）

则

Ｖｐ＝∑
∞

ｉ＝１

︵Ｃｉηｉ（ｔ） （１０）

引入状态向量

ｘ（ｔ）＝［η１，η２，…，ηｎ，η１，η２，…，ηｎ］
Ｔ （１１）

压电悬臂梁系统状态空间方程为

ｘ＝Ａｘ＋ＢＶｃ

ｙ（ｔ）＝Ｖｐ＝Ｃ烅
烄

烆 ｘ
（１２）

其中

Ａ＝
０ｎ×ｎ Ｉｎ×ｎ

－Λ －２ξｉω
烄

烆

烌

烎ｉ
（１３）

Λ＝ｄｉａｇ（ω２１…ω２ｎ） （１４）

Ｂ＝
０ｎ×１

Ｂ
烄

烆

烌

烎ｉ
（１５）

Ｃ＝［︵Ｃｉ，０１×ｎ］ （１６）

３　基于状态空间方程的预测函数控制

３．１　预测函数控制的基本原理

预测 函 数 控 制（ＰＦＣ）是２０世 纪８０年 代 由

Ｒｉｃｈａｌｅｔ［６］提出的，它在保持模型预测控制优点的同

时，通过引入基函数的概念增强了输入控制量的规

律性，提高了快速性和准确性，可有效地减少算法的

在线计算量。图４为ＰＦＣ基本原理的系统框图。

图４　ＰＦＣ基本原理方框图

图中控制量采用如下结构：
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Ｖｃ（ｋ＋ｊ）＝∑
Ｎ

ｎ＝１
μｎｆｎ（ｊ）　（ｊ＝０，１，…，Ｐ－１）

（１７）
式中：ｆｎ（ｊ）为基函数在第ｊ时刻的 采 样 值，基 函 数

可以是阶跃、斜坡和指数等基本函数；ｋ为当前采样

时刻；Ｖｃ（ｋ＋ｊ）为从ｋ时刻起第ｋ＋ｊ时刻的预测控

制量；Ｎ 为基函数个数；Ｐ为预测的时域长度；μｎ 为

加权系数。
参考轨迹形式为

ｙｒ（ｋ＋ｊ）＝ｙｃ（ｋ＋ｊ）－αｊ［ｙｃ（ｋ）－ｙｏ（ｋ）］（１８）
式中：ｙｃ（ｋ）为跟踪输出设定值；ｙｏ（ｋ）为系统实际输

出；α＝ｅｘｐ －ＴｓＴ（ ）ｒ ，Ｔｓ 为采样时间，Ｔｒ 为９５％参考

轨迹响应时间。
一般取预测误差为

　　ｅ（ｋ＋ｊ）＝ｙｏ（ｋ）－ｙ（ｋ） （１９）
式中ｙｅ（ｋ＋ｊ）＝ｙ（ｋ＋ｊ）＋ｅ（ｋ＋ｊ）为修正后的预测

输出。
滚动优化是依据某一性能指标的最优化来求解

控制量的。ＰＦＣ滚 动 优 化 的 目 标 就 是 求 解 一 组 系

数μ１，μ２，…，μＮ 使整个优化时域内的预测输出尽可

能接近参考轨迹。

３．２　预测函数控制及其实现步骤

采用离散化的状态空间方程作为预测模型，则

　　
ｘ（ｋ）＝Ａｘ（ｋ－１）＋ＢＶｃ（ｋ－１）

ｙ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ｛ ）
（２０）

式中：ｘ（ｋ）、ｙ（ｋ）分别为系统状态矢量和输出矢量；

Ａ、Ｂ、Ｃ分别为系统矩阵、输入矩阵、输出矩阵。

ｋ＋ｊ时刻模型的预测输出为

ｙ（ｋ＋ｊ）＝ＣＡｊｘ（ｋ）＋ＣＡｊ－１　ＢＶｃ（ｋ）＋…＋
　　　　　ＣＡＢＶｃ（ｋ＋ｊ－２）＋ＣＢＶｃ（ｋ＋
　　　　　ｊ－１） （２１）

将控制量Ｖｃ（ｋ＋ｊ）＝∑
Ｎ

ｎ＝１
μｎｆｎ（ｊ）代入式（２１）

得

ｙ（ｋ＋ｊ）＝ＣＡｊｘ（ｋ）＋ΘＴＧ（ｊ） （２２）

其中

Θ＝［μ１，μ２，…，μＮ］
Ｔ （２３）

Ｇ（ｊ）＝［ｇ１（ｊ），ｇ２（ｊ），…，ｇＮ（ｊ）］Ｔ （２４）

ｇｎ（ｊ）＝ＣＡｊ－１　Ｂｆｎ（０）＋ＣＡｊ－２　Ｂｆｎ（１）＋…＋
　　　ＣＢｆｎ（ｊ－１） （２５）

定义二次型性能指标为

ｍｉｎＪ（ｋ）＝ｍｉｎ∑
Ｓ

ｉ＝１

［ｙｒ（ｋ＋ｈｊ）－ｙｍ（ｋ＋

　　　　　ｈｊ）－ｅ（ｋ＋ｈｊ）］２ （２６）
式中：Ｓ为优化时域内拟合点数量；ｈｊ 为第ｊ个拟合

点上的值。

令Ｊ（ｋ）
Θ ＝０，对Ｊ（ｋ）最优化求解并计算出当前

控制量Ｖｃ（ｋ）为

Ｖｃ（ｋ）＝ｋｃ［ｙｃ（ｋ）－ｙｏ（ｋ）］＋ｋｍｘ（ｋ） （２７）

其中

ｋｃ＝ｆＴｎ（０）Π

１－αｈ１



１－αｈ

熿

燀

燄

燅Ｓ

（２８）

ｋｍ＝－ｆＴｎ（０）ΠＣ

Ａｈ１－Ｉ


ＡｈＳ－

熿

燀

燄

燅Ｉ

（２９）

Π＝（ＧＧＴ）Ｇ－１ （３０）

ｆＴｎ＝［ｆ１（０），ｆ２（０），…，ｆＮ（０）］ （３１）
式中Ｉ为与矩阵Ａ 同阶的单位矩阵。

预测函数控制算法的实现步骤：

１）确定系统的预测模型矩阵Ａ、Ｂ、Ｃ，给定基函

数的选择，给定Ｔｓ、Ｔｒ 等相关参数，离线计算出Ｇ、

Π、α、ｋｃ、ｋｍ。

２）给定系统初始状态ｘ（０）和控制量的初始值

Ｖｃ（０）。

３）读入系统ｋ时刻实际输出值ｙｏ（ｋ）及跟踪设

定值ｙｃ（ｋ）。

４）计算ｘ（ｋ）。

５）计算ｋ时刻的控制量Ｖｃ（ｋ）。

６）令ｋ＝ｋ＋１，返回第３）步。

４　控制系统设计及仿真分析

系统闭环控制器设计如图５所示。

图５　闭环控制系统原理图

当梁受到扰动时，控制系统的工作过程：压电片

作为传感器时，电桥电路输出与振动速度成比例的
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感应电压Ｖｓ，经预测函数控制器处理后，输出控制

电压Ｖｃ 反馈到压电片的电极上；作为执行器时，当

受到控制电压Ｖｃ 的控制，压电片会产生相应的执行

力来抑制梁的扰动变形，从而达到振动控制的目的。
选用的梁和压电片的具体参数如表１所示。

表１　梁和压电片的物理参数

　 参　数 梁 压电片

　长度／ｍｍ　 １　８００　 ３０

　宽度／ｍｍ　 １０　 １０

　厚度／ｍｍ　 ３　 １

　密度／（ｋｇ／ｍ３） ２．７×１０３　 ７．５１×１０３

　弹性模量／ＧＰａ　 ７０　 ６３
　ｄ３１／（ｐＣ／Ｎ） ２１０

　电容／ｎＦ　 １０．５

　　 忽略压电片对悬臂梁的影响，采用模态截断法

取前２阶模态，经计算，１、２阶模态固有频率为ω１＝
４．７９３　６ｒａｄ／ｓ，ω２＝３０．０４３１ｒａｄ／ｓ。假设结构阻尼

为ζ１＝ζ２＝０．６５，对 悬 臂 梁 末 端 施 加 初 始 位 移 为

５ｃｍ的扰动，对 悬 臂 梁 的 前 两 阶 模 态 进 行 控 制，启

动预测函数控制器，使用 ＭＡＴＬＡＢ进行仿真，结果

如图６、７所示。

　　 从图６、７可 看 出，在 自 身 的 结 构 阻 尼 下，系 统

１、２阶模态振动衰减很慢。采用本文设计的控制器

对梁进行控制后，由于控制器输出控制电压使压电

片产生抑制力，悬臂梁的振动衰减明显加快，经几次

震荡后很快就到达了稳态。

５　结束语

将压电片作为自感知执行器，设计了柔性悬臂

梁振动控制系统。系统中采用了电桥电路法分离出

感知信号。将 离 散 化 的 状 态 空 间 方 程 作 为 预 测 模

型，设计了预测函数控制器。仿真结果表明，所设计

的控制系统能很好地抑制柔性悬臂梁振动。
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