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Indu-Bala 乘积图的广义距离谱 

卢鹏丽, 刘文智 

（兰州理工大学 计算机与通信学院，甘肃 兰州 730050） 

摘  要：为了完善组合图的距离谱理论，减少图谱的计算复杂度，依据矩阵论和图论相关知识，首先计算了

Indu-Bala 乘积图
1 2

G G 的广义距离谱，进而得到其距离拉普拉斯谱和距离无符号拉普拉斯谱；然后由所得谱证

明了一类距离（无符号）拉普拉斯整谱图
1n n

K K
+

 ；作为应用，得到了一类特殊图
1n n

K K
+

 的距离（无符号）

拉普拉斯谱能量。 

关键词：图论；距离（无符号）拉普拉斯矩阵；广义距离矩阵；组合图；广义距离谱；距离（无符号）拉普拉斯

谱；整谱图；谱能量 

Doi：10.11990/jheu.201906057 

中图分类号：O157.5      文献标识码：A             

The generalized distance spectrum of Indu-Bala product of graphs 

LU Pengli，LIU Wenzhi 

(School of Computer and Communication, Lanzhou University of Technology, Lanzhou, 730050, China) 

Abstract：In order to improve the distance spectrum theory of composite graphs and reduce the computational complexity of spectral 

graph theory, based on matrix theory and graph theory related knowledge, the generalized distance spectrum of 
1 2

G G is 

calculated, and then the distance Laplacian spectrum and the distance signless Laplacian spectrum are obtained. We also prove that 

the class of graphs 
1n n

K K
+

  has integral distance (signless) Laplacian spectrum. As an application, We use this result to obtain 

the distance (signless) Laplacian energy of graph 
1n n

K K
+

 .  

Keywords：graph theory; distance (signless) Laplacian matrix; generalized distance matrix; composite graphs; generalized distance 

spectrum; distance (signless) Laplacian spectrum; integral spectrum graphs; spectrum energy

距离谱理论作为图论的一个重要研究方向，主

要是通过图的各类矩阵（距离矩阵、距离拉普拉斯

矩阵等）、特征根及其特征向量来研究图的拓扑结构

和代数性质，广泛应用于计算机、复杂系统、化学、

物理等学科中。关于距离谱和距离（无符号）拉普

拉斯谱的研究现状如下：学者们已经计算得到了圈

图
[2]
、路图

[4]
和完全二部图

[3]
等简单图的距离谱；文

献
[5,6]

中，D. Stevanovic 和 G. Indulal 得到了正则图

的联图的距离谱，距离正则图和完全图的簇图的距

离谱；文献
[7]
中，S. Barik 和 G. Sahoo 得到了距离

正则图和正则图的冠图的距离谱和距离（无符号）

拉普拉斯谱；其他研究成果见文献
[8-11]

。在此基础

上，计算了一类组合图的广义距离谱。通过简单地
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参数赋值，就可以得到距离（无符号）拉普拉斯谱，

大大减少了距离矩阵相关谱的计算量。 

1 基本概念和引理 

本文只讨论简单连通图。图 ( )( ) , ( )G V G E G= ，

其中顶点集和边集分别为
1 2

( ) { , , , }
n

V G v v v= ，

1 2
( ) { , , , }

m
E G e e e= 。图G 中任意两个顶点 ,u v 之间

的距离记为 ( , )
G

d u v ，它表示顶点 u 和顶点 v 之间

最短路径的长度。顶点u 的传递 ( )T r u 定义为顶点

u 到 G 中 其 他 顶 点 距 离 的 和 ， 记 为

( )
( )= ( , )

v V G G
T r u d u v

 ， 平 均 传 递

1

1
( ) ( )

n

ii
t G T r v

n
=

=  。图 G 的距离矩阵记为

( ) ( )


=
uv n n

G dD ，是一个 n n 维矩阵，其中
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= ( , )
uv G

d d u v ， 矩 阵 ( )GD 的 特 征 值 记 为

1 2
( ) ( ) ( )

D D D

n
G G G     ，距离矩阵 ( )GD  

的特征值及其对应重数所构成的集合为图 G 的距

离谱，记为 −D 谱。图G 的距离谱能量
[14]

定义为 

1

( ) ( )

n

D

i

i

D E G G

=

= 

 

2013年，M. Aouchiche 和 P. Hansen
[1]
受拉普拉

斯矩阵和无符号拉普拉斯矩阵的启发，提出了图的

距离拉普拉斯矩阵和距离无符号拉普拉斯矩阵的概

念，并研究它们的谱。图G 的传递矩阵记为 ( )GT r ，

是对角线元素为 ( )
i

T r v 的 n n 维对角矩阵。图G 的

距离拉普拉斯矩阵和距离无符号拉普拉斯矩阵分别

记 为 ( ) = ( ) ( )−G G GL T r D 和

( ) ( ) ( )= +G G GQ T r D ，相应的特征值分别为

1 2
( ) ( ) ( ) 0

L L L

n
G G G     = ，

1 2
( ) ( ) ( )

Q Q Q

n
G G G     ，相应的特征值及

其重数所构成的集合称为图 G 的距离拉普拉斯谱

和距离无符号拉普拉斯谱，记为 −L 谱和 −Q 谱。 

2019 年，Guixian Tian
[16]

等人研究了距离矩阵

和传递矩阵的线性组合，提出了广义距离矩阵，记

作 ( ) ( ) (1 ) ( )


 = + −G G GD T r D ， 0 1  。

由此可以通过一个参数 将三个矩阵联系在一起， 

0
( ) ( )=G GD D ， 1

2

1
( ) ( )

2
=G GD Q ，

1
( ) ( )=G GD T r ，

( ) ( ) ( ) ( )
 

 − = −G G GD D L 。广义距离矩阵的

特征值记作
1 2
( ) ( ) ( )

n
D D D

  
     ，特征

值及其重数的集合我们称作广义距离谱。 

我们的工作是受到 Ligong Wang
[12]

和 G. 

Indulal
[13]

论文的启发。文献
[12]

中，图
, 1 1 ,n n n n

K K
+ +



是将
, 1n n

K
+
复制 2次，然后将两个复制图中的 1n +

个对应顶点相连接，其中
, 1n n

K
+
是完全二部图，作

者证明了
, 1 1 ,n n n n

K K
+ +

 是邻接整谱图。文献
[13]

中，

作者将图
, 1 1 ,n n n n

K K
+ +

 一般化到图
1 2

G G ，是将

1
G 和

2
G 的联图复制 2次，然后将两个复制图中

2
G

的对应顶点相连接所得到的图，计算了其距离谱。

明显地，图
, 1 1 ,n n n n

K K
+ +

 是图
1 2

G G 的一种特殊

图
1n n

K K
+

  ，我们在此基础上计算了
1 2

G G 的广

义距离谱，进而求得距离（无符号）拉普拉斯谱。 

引 理 1
[15]

设 图 G 的 距 离 拉 普 拉 斯 谱 为

1 2
{ ( ) ( ) ( ) 0}

L L L

n
G G G     = ，平均传递

为 ( )t G ，则图G 的距离拉普拉斯谱能量定义为 

1

( ) ( ) ( )

n

L

i

i

D L E G G t G

=

= −

 

引理 2
[15]

设图 G 的距离无符号拉普拉斯谱为

1 2
{ ( ) ( ) ( )}

Q Q Q

n
G G G     ，平均传递为

( )t G ，则图G 的距离无符号拉普拉斯谱能量定义

为 

1

( ) ( ) ( )

n

Q

i

i

D S L E G G t G

=

= −  

2 图 1 2
G G 的广义距离谱 

定理 1 设图
i

G 是有
i

n 个顶点的
i

r − 正则图，其

邻接矩阵
i

A 对应的邻接谱为
2 3

{ , , , , }
ni

i i i i
r    ，

1, 2i = 。那么图
1 2

G G 的广义距离谱为 

(1) 
1 2 1 1 1

(5 3 ) 2
j j

n n r   + − + − − ，

1
2, 3, ,j n= , 每一个重数为 2； 

(2) 
1 2 2 2 2

(3 5 2 2 ) 2 4
j j

n n r   + − + − − ，

2
2, 3, ,j n= ； 

(3) 
1 2 2

(3 5 2 4 )n n r + − − ，重数为
2

1n − ； 

(4) 1 2 1 2 1

2

9 9
2 1

2 2 2 2 2

n n n n r
r

 
 + − − − − − −   

2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

1 1 2 1 1 1 2 1 2

2 1 2 2 2 1 2 1 2

2 2

1 1 2 1 1 1 2 2 1 2

2

1 1

9 1 4 1 2 2 4 9

2

1 2 2 4 4 1 6 1 6

2

6 4 6 4 2 0 6

2

6 4 2 0 4 8 8

2

1 6 2 2 4 2 4

2

4

n n n n r n n

n r n r r

n n n n r n r n n

n r n r n r r r r

n n n n r n n n r n

r r

    

    

     

     



− + + +

− − + + + −

+ − − − −

+ + + − − −

− + + + + + − −

+ + 4

2

+
；

2 2

11 2 1 2 1

2

95 5 3 3
3

2 2 2 2 2 2

nn n n n r
r

 
+ + + − − − 

2 2 2 2

1 2 2 1 1 2 1 1

2

1 2 1 2 2 1 2 2

2

2 1 1 2 1 1 1 2 1

2 2

2 2 1 2 2 2 1 1 2 1

2

2 2

1 8 9 3 0 1 2 6

2

1 2 1 2 3 0 6 1 2

2

1 2 2 5 1 4 1 0 2 0 2 0

2

2 5 1 0 2 0 2 0 4 4

2

4 8 4

2

n n n n n n n r

n r n n n r n r

n n n n n r n r n

n n r n r n r r r r

r r

    

    



+ + − − +

− − − − + +

+ − − + + +

+ − − + − − +

+ +
。
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证明：对图
1 2

G G 的顶点进行适当编号，图

1 2
G G 的距离矩阵可以表示为 

1 2

1

2 2

2 2

1

( )

2 ( ) 2 3

2 ( ) 3 2 2

2 3 2 2 ( )

3 2 2 ( )

 =

− − 

 
− − − −

 

 − − − −

 
− − 

G GD

J I A J J J

J J I A J I A J

J J I A J I A J

J J J J I A

根据距离矩阵，我们得到图
1 2

G G 中每个顶点的传

递
1 2 1

( ) 5 3 2T r u n n r= + − − ，
1

( )u V G ； 

1 2 2
( ) 3 5 2 4T r v n n r= + − − ，

2
( )v V G 。因此，

图
1 2

G G 的广义距离矩阵可以表示为 

1 2

2

2

( )

(1 ) 2 (1 ) 3 (1 )

(1 ) (1 )(3 2 ) 2 (1 )

2 (1 ) (1 )(3 2 ) (1 )

3 (1 ) 2 (1 ) (1 )



  

  

  

  









 =

 − − −

 
− − − − −

 

 − − − − −
 

− − − 

G GD

N J J J

J M J I A J

J J I A M J

J J J N

其中，
1 2 2 2

(3 5 2 4 ) (1 )( 2 2 ) 

= + − − + − − −n n rM I J I A ， 

1 2 1 1
(5 3 2 ) (1 )( 2 2 ) 


= + − − + − − −n n rN I J I A ，

J 是全1 矩阵， I 是单位矩阵。   

因为
i

G 是
i

r − 正则图，所以
i

A 的特征值 
i

r 所

对应的特征向量是全1 向量 1 ，其他特征向量都和 1

正交。设
i

A 的特征值
i i

r  所对应的特征向量为

i
X ，则 

i i i i
=A X X ， 0=

T

i
1 X ， 1, 2i = 。 

向量  1 1
=

T

 X 0 0 0 是矩阵
1 2

( )


G GD

的 特 征 值
1 2 1 1 1

(5 3 ) 2
j j

n n r   + − + − − ，

1
2, 3, ,j n= 所对应的特征向量。即 

1 2 1

1

2

2

1 2 1 1 1

( )

(1 ) 2 (1 ) 3 (1 )

(1 ) (1 )(3 2 ) 2 (1 )

2 (1 ) (1 )(3 2 ) (1 )

3 (1 ) 2 (1 ) (1 )

((5 3 2 ) (1 )( 2 2 ))

=

(5



  

  

  

  

 











 − − −  

   
− − − − −

   =
   − − − − −
   

− − −   

+ − − + − − − 

 

 

 

 
 

=

G G

n n r

D

XN J J J

0J M J I A J

0J J I A M J

0J J J N

I J I A X

0

0

0



1

1 2 1 1 1
3 ) 2  

 

 

 + − + − −
 

 
 

j j

n n r

X

0

0

0

同样地，向量  2 1
=

T

 0 0 0 X 是矩阵
1 2

( )


G GD

的特征值
1 2 1 1 1

(5 3 ) 2
j j

n n r   + − + − − ， 

1
2, 3, ,j n= 所对应的特征向量。 

    设 向 量  2 2
=

T

t 0 X X 0 是 矩 阵

1 2
( )


G GD 的特征值  所对应的特征向量，然后根

据
1 2

( )


 =G GD   可得 

1 2 2 2 2 2

2 1 2 2 2 2

[ (3 5 2 2 ) 2 ] (1 )( 2 )  

(1 )( 2 ) (3 5 2 2 ) 2

n n r t t

t n n r

     

     

+ − + − − − − − + =

− − + + + − + − − − =

求解上面方程组可得： 

1 2 2 2 2
= (3 5 2 2 ) 2 4

j j

n n r   + − + − − ，
2

2, 3, ,j n= ； 

1 2 2
= (3 5 2 4 )n n r + − − ，重数为

2
1n − 。 

我们已经得到了
1 2 1 2

2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( ) 4n n n n− + − = + −

个特征向量，这些特征向量正交于 
T

1 0 0 0 ， 

 
T

0 1 0 0 ， 
T

0 0 1 0 和  
T

0 0 0 1 。

因 此 ， 剩 余 四 个 特 征 向 量 有 如 下 形 式

 =    
T

 1 1 1 1 ，( , , , ) (0 , 0 , 0 , 0 )     。 

设 是矩阵
1 2

( )


G GD 的特征向量 所对应

的特征值，根据
1 2

( )


 =G GD   和 =
i i

rA 1 1 ，

1, 2i = 可得 

2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2

(1 ) 2 (1 ) 3 (1 )      

(1 ) (1 )(3 2 ) 2 (1 )   

2 (1 ) (1 )(3 2 ) (1 )   

3 (1 ) 2 (1 ) (1 )        

B n n n

n C n r n

n n r C n

n n n B

        

        

        

        









 + − + − + − =


− + + − − − + − =


− + − − − + + − =


− + − + − + =

 

 其中，
1 2 1 1

(3 3 ) 2 2B n n n r

= + + − − ，

1 2 2 2 2
C = (3 3 2 ) 2 2n n r n r


+ − − + − − 。 

我们假设 = 0 带入上面方程组，化简得

= = = 0   ，矛盾。因此，不失一般性，我们假设 = 1

求解上面方程组可得定理中的第 ( 4 ) 部分，证毕。 

3 图 1 2
G G 的距离拉普拉斯谱 

定理 2 设图
i

G 是有
i

n 个顶点的
i

r − 正则图，其

邻接矩阵
i

A 对应的邻接谱为
2 3

{ , , , , }
ni

i i i i
r    ，

1, 2i = 。那么图
1 2

G G 的距离拉普拉斯谱为 

(1) 
1 2 1 1

5 3
j

n n r + − + ，
1

2, 3, ,j n= , 每一个

重数为 2； 

(2) 
1 2 2 2

3 5 2 2
j

n n r + − + ，
2

2, 3, ,j n= ； 

(3) 
1 2 2

3 5 2 4n n r+ − − ，重数为
2

1n − ； 

(4) 

2

1 1 2 1 21 2

2

9 1 4 1 29 9
2

2 2 2

n n n n rn n
r

− + +
+ − − 

2 2

1 2 2 2 2 2 2
2 4 9 1 2 2 4 4 1 6 1 6

2

n n n r n r r+ − − + + +
；

1 2
3( )n n+ ； 0 。 

证明：已知 ( ) ( ) ( ) ( )
 

 − = −G G GD D L ，

取 =1 ， = 0 得
1 2 1 1 2 0 1 2

( ) ( ) ( ) =  − G G G G G GL D D ，
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则由定理 1可得定理 2，证毕。 

推论 1 设图
n

K 是 n 个顶点的完全图的补图，

图
1n

K
+

是 1n + 个顶点的完全图的补图，则图

1n n
K K

+
 是距离拉普拉斯整谱图。 

证明：在定理 2 中，令
1
=

n
G K ，

2 1
=

n
G K

+
。

即：
1 2

, 1n n n n= = + 和
1 2

0r r= = ，则
1n n

K K
+

 的

距离拉普拉斯谱为 

1 0 3 8 5 8 3 8 2 8 1 6 3 0

1 2 ( 1) 1 1 1

n n n n n n

n n n

+ + + + + + 

 
− 

显然，
1n n

K K
+

 是距离拉普拉斯整谱图。 

推论 2 图
1n n

K K
+

 的距离拉普拉斯谱能量为 

2

1

7
( ) 3 2 2 8 9

2 1
n n

D L E K K n n
n

+
 = − + −

+
。 

证明：已知
1 1

( ) ( ) ( )
n nL

i ii i
G T r v n t G

= =
= =  ,

则
1 11

1 7
( ) ( ) 1 2

4 2 4 2

n L

n n i n ni
t K K K K

n n


+ +=
 =  = −

+ +
 ，

当 2n  时，除了特征值 0 之外，其余特征值

1 1
( )> ( )

L

i n n n n
K K t K K

+ +
  。最后由引理 1 得到推

论 2，得证。 

4 图 1 2
G G 的距离无符号拉普拉斯谱 

定理 3设图
i

G 是有
i

n 个顶点的
i

r − 正则图，其

邻接矩阵
i

A 对应的邻接谱为
2 3

{ , , , , }
ni

i i i i
r    ， 

1, 2i = 。那么图
1 2

G G 的距离无符号拉普拉斯谱为 

(1) 
1 2 1 1

5 3 4
j

n n r + − − − ，
1

2, 3, ,j n= , 每一

个重数为 2； 

(2) 
1 2 2 2

3 5 2 2 8
j

n n r + − − − ，
2

2, 3, ,j n= ； 

(3) 
1 2 2

3 5 2 4n n r+ − − ，重数为
2

1n − ； 

(4) 

2

1 1 2 1 11 2

1 2

2 47 7
4

2 2 2

n n n n rn n
r r

+ − +
+ − − − 

2 2 2

1 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2
4 4 4 4 8 4

2

n r n n r n r r r r r+ + − + − +
；

2

1 1 2 1 11 2

1 2

4 9 6 2 2 81 3 1 3
2 6

2 2 2

n n n n rn n
r r

− − +
+ − − − 

2 2

1 2 2 1 2 2 2 1 1 2
5 6 4 9 2 8 5 6 5 6 4 1 6

2

n n n r n r n r r r+ + − − + −

2

1 2 2
1 6 1 6 3 2 1 6

2

r r r− + + +
。 

证 明 ： 已 知 1

2

1
( ) ( )

2
=G GD Q ， 则

1

2

1 2 1 2
( ) 2 ( ) = G G G GQ D ，由定理 1 可得定理 3，证

毕。 

推论 3 图
n

K 是 n 个顶点的完全图的补图，图

1n
K

+
是 1n + 个顶点的完全图的补图，则图

1n n
K K

+
 是距离无符号拉普拉斯整谱图。 

证明：在定理 3 中，令
1
=

n
G K ，

2 1
=

n
G K

+
。

即：
1 2

, 1n n n n= = + 和
1 2

0r r= = ，则
1n n

K K
+

 的

距离无符号拉普拉斯谱为 

1 6 2 1 0 1 8 1 8 8 1 8 3 6 1

1 1 1 2 ( 1) 1

n n n n n n n

n n n

+ − + − − − 

 
− 

显然，
1n n

K K
+

 是距离无符号拉普拉斯整谱图。 

推论 4 图
1n n

K K
+

 的距离无符号拉普拉斯谱

能量为
2

1
( ) 3 2 4 4 1

n n
D SL E K K n n

+
 = − − 。 

证明：已知
1 1

( ) ( ) ( )
n nL

i ii i
G T r v n t G

= =
= =  ,

则
1 11

1 2 9
( ) ( ) 1 6

4 2 4 2

n Q

n n i n ni
t K K K K

n n


+ +=
 =  = −

+ +
 ，

当 3n  时，特征值
1 1

( )> ( )
L

i n n n n
K K t K K

+ +
  。

最后由引理 2得到推论 4，得证。 

5 结束语 

1)主要研究了两个正则图经过 Indu-Bala 乘积这一

图操作之后所形成的合成图的广义距离谱，揭示了

合成图的广义距离谱、距离（无符号）拉普拉斯谱

与原图的邻接谱之间的关系，不仅拓宽了组合图广

义距离谱的研究范围，而且大大减少了距离（无符

号）拉普拉斯谱的计算量； 

2）得到了一类特殊的距离（无符号）拉普拉斯整

谱图； 

3）得到了特殊图的距离（无符号）拉普拉斯谱能

量公式。 
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